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Ukraine lOIT et G'^ 17, ine 4es icoles, a Paris. 

A. iteOID. — Ezercices dl^mentaires de G6om6trie analytiqae k deux et 
i trois dimensions, avec un expose des methodes de resolution, 8uin& 
des enonces des problemes doanes aai compositions d'admission anx £eoles- 
Polytechnique, Normale, Ceatraleet an Gonoours general. DeuiTolames ia-8*, 
avec figures dans le texte. 

PaEniBSE PARTiE : Geometrie a deux dimensions; 1887 8 fir. » 

Dbcjxieme PARTIE : Geometrie a trois dimensions; £nonces. (Sous presse.) 

« Get ouvrage a pour but immMiat la p'^paration aux examens... L'auleor n'a pas 
r^uoi des problemes plus ou moios Elegants, mats s'est attach^ surtoutd^m^rfespKf* 
de Velece^ en develop pant les methodes g^D^rales propreft a le mener le plus sArement 
au bjit... Les jficeUu sent soigaea^ement proscrites et les difficolt^ ae tout geare 
y soDt passes en revue el r6solues par les moyens les plus ^^mentaires, les plus 
simples, sans jamais chercher a les loumer par des artifices plus ou moins sublils... 

> L'Auteur ne s'6cartepas du domaine limii^ par les programmes officiels et ne fait 
pas appel a d'aulres theories que celled qui sootpartoutetcourammentenseign^es, mais 
il en tire un excellent parti.. . • 

(Ex trait des Noutellet Annate* de MathHnatiques, Janvier 1887) 
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Chaque ano^e, k parlir de 1885 1 fr. 50 

GAIACT£|ES des SELS ■(^TALLIQUES, a I'usage des Sieves de la classe de 
mathematiques speciales. Ua volume in-18 1 fr. 75 

COICOUIS ^Sujets de) pour Tadmission aux Ecoles Poly technique, Normale, 
Gentrale, des Fonts et Chiuss^, des Mines de Saint-£tieone, Forestiere, 
Navale, etc. Chaque annte, pour chacune des 6coles fr. 40 

JOUINAL DE lATH^IATigUES £l£lEITAIIES, pubU^ par H. VUIBEIT, a 

I'usage des eleves de mathematiques elementaires et de mathematiques sp^ 
dales. In- 4*, avec figures et epures dans le texte. 
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Prix du numero fr. 30 fr. 35 

Prix de I'aboDnement annuel (partantdui^'octobrej. 5 fr. » 6 f r. » 

A quelque epoqae de Tann^e que Ton s^abonne, on regoit tous les numeros 
parus depuis le l*** octobre precedent. 

BELATIORS ENTRE LES (^L£|ERTS O'UR TRIAR6LE (an nombrede 230] fr. 40 

TARTIRVILLE (A.), ancien ^leve de Fficole Normale superleure, agr^ge des 

sciences mathematiques, professeur au lyc^ Saint-Louis. — Theorie des 

equations et des inequations du premier et dn second degre k une 

inconnue. Grand in-S^ • . . . . 3 fir. 50 

En ce qui concerne particulidrdment T^Lude dela Tonciiondu second degr6, cet ouvrage 
est le seul Traits completqui existe. II contient plusieurs apercus nouveaux sor le sujet. 

VUIBERT et BOUART. — ProbUmes de baccalaureat. — PasMiiaE Partie 
( Mathematiques) f par H. Voibert.— Deuxiemb Partie (Physique et Chimiejy 
par £mile Bouant, ancien 61evc de I'Ecole Normale sup^rieure, agr6g6 des 
sciences physiques, professeur au lycee Charlemagne. 

Recueil de lOOO problemes (dont 500 resolus) donnas aux examens les plus recents du 
baccalaur^it ^s sciences, par les di verses FacuUes. 
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On vend s6parement chacune des parties, au prix de 3 fr. 50 
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AVERTISSEMENT 



Cette seconde edition a 6t6 mise en harmonie 
avec le dernier programme de la classe de Math6- 
matiques sp6ciales. Les candidats aux Ecoles 
Polytechnique et Normale y Irouveront r6sum6es 
toutes les connaissances exig6es d'eux. Les candidats 
aux Ecoles Centrale, des Mines, des Fonts et 
Ghauss6es devront se borner aux num^ros qui 
n'ont pas d'ast6risque. Enfin les candidats aux 
Ecoles des Mines de Saint-Etienne, Navale et 
Forestiere trouveront r6sum6es les connaissances 
qui leur sont n6cessaires dans les paragraphes dont' 
le titre correspond a un enonc6 explicite de leur 
programme. 
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SECTION I 



PRELUIIN AIRES — LI6NE DROITE — CERCLE — LIEUX GEOM^TRIQUES 



CHAPITRE PREMIER 

PRELIMINAIRES 

§ 1. — Des coordonn^es. 

\, DEFINITION. — On fixe la position d'un point sur un axe 
aumoyen de sa distance a una origine fixe, prise sur cet axe; 
cette distance, comptee vers la droite quand elle est positive, 
vers la gauche quand elle est negative, s'appelle abcisse, 

2. Relation genEuale. — Quelles que soient les positions 
relatives de trois points 0, A, B, situes sur un m^me axe, on 
a (0 etant Torigine) la relation generale 

longueur AB — abcisse de B — abcisse de A. 

3. DfiFiNiTiojj. — On fixe la position d'un point dans un 
plan par ses distances obliques ou normales a deux droites 
qui sont elles-m^mes obliques ou rectangulaires. Ces droites 
fixes s'appellent axes de coordonnees ; leur point commun est 
pris comme origine des longueurs comptees sur chacune 

1 




S g£om£trie plane 

d^elles. Ces longueurs sont positives dans un sens, negatives 
dans le sens oppose. 

COORDONN^ES CARTjfeSIENNES, OBLIQUES ET REGTAMGULAIRES 

4. Aoces quelconques . 

a; = OP s'appelle Vabcisse ; 
t/ — OQ s'appelle Vordonn^e. 

Les longueurs a? et w constituent les 
coordonn6es du point M. 
On donne Tangle 6 que les axes font entre eux. 

5. Acces rectangulaires (6 — ;^V 

.^ji OP = aj (abcisse), 

OQ = y (ordonnee) 
sont les coordonnees du point M. 

COORDONNl^ES POLAIRES 

6. Dans ce systeme de coordonnees, dont les elements fixes 

yf sont : le point ou p6le et la droite OX 

ou axe polaire, un point est determine 
par la longueur OM = p ou rayon vecteur 
et Tangle w (compte positivement de OX 
X vers OM en sens inverse de la rotation 
de» aiguilles d'une montre), ou argument. 

7. Les formules 

X = ^ cos (0, y — 9 sin w, x^ -h y^ = p* 

permettent do passer d'un systeme de coordonnees rectan- 
gulaires a un systeme de coordonnees polaires de m^me 
origine, en prenant Ox comme axe polaire. 





8.. Les formules 

X 



cos 0) = 



sin CD = 



y 



v/x* 4- y^ \/x^ + y^ 

permettent la transformation inverse. 



o=\/x^ -\- 2/" 



CHAPITRE PREMIER — PIIELIJIINAIRES 3 

§ 2. — Transformation des coordonn^es. 

PRINCIPE DES PROJECTIONS 

9. DEFINITION. — La projection d'un segment sur un axe 

fixe est egale au produit de la 

longueur absolue du segment 

-ii ^ par le cosinus de Tangle que 

fait la direction positive du seg- 

— ^ — ment avec la direction positive 

de Taxe sur lequel on projette. 
Ex. : Projection de AB = AB X cos 6. 6 se compte a 
partir de Taxe, en sens inverse de la rotation des aiguilles 
d'une montre. 

10. Tb£ob&M£. — La projection d'un contour polygonal 
ferme quelconque sur un axe quelconque est nulle. 

On 6nonce aussi cette propriete : Les projections de con- 
tours poly gonaux de memes extremites sur un axe quelconque 
sont equivalentes. 

FOHMULES GENl^RALES 

11. Translation d*axes rectangulaires ou obliqiies parallelement 

a eux-m^mes, — a, & etant les coor- 
donnees de la nouvelle origine par 
rapport a Tancienne ; x, y les anciennes 
coordonnees; x\ y' les nouvelles, on a 

X = x' -h Oy y — y -^ h. 

1^. Changement dangle et deposition des 

axes sans changement d' origine. — Soient Tangle des axes; 

a Tangle de Ox avec Ox ; p Tangle de O^j avec Ox. L'angle 

6' des nouveaux axes est 6' = p — a. 

Soient encore a?, y les anciennes coordonnees; x\ y' les 

nouvelles. On a 

aj'sin(e - a) + v' sin(8 - ^) 




X = 



y ^ 



sinG 
x' sin a 4- y' sin (3 
sinO 



G£OMi;TRlE PLANE 

13. Transformation ginerale, — Les formules sont 

x' sin(6 — a) H- y' siii(0 — fj 



X = a -\- 



y = b-\- 



sinO 
X sin OL -\- y sin p 
siuO 




14. Rotation d'axes rectangulairei sans changement d'ori- 

gine. — On projette sur Oac et 
sur Ot/ les contours equivalents 
0PM, OFM. 

Les formules sont 

X = X cos CL — y' sin a, 
P jg. y = oc' sin a + y' cos a. 

En projetant sur Ox' et sur Ot^', on obtient 

x' = X cos d -h y sin a, 
y' — — X sin a 4- y cos a. 

15. Remarque. — 1® Dans une transformation de coordonnees 
quelconque, le degre d'une equation algebrique n'est pas 
altere. 

2® Dans une translation, les termes du plus haut degre 
ne changent pas. 

3° Dans une rotation sans changement d'origine, les termes 
independants des variables a; et y ne changent pas. 

§ 3. — Des invariants. 

*16. Definition. — Soit une fonctipn ¥{x, t/, . . ) de n 
variables. Si Ton remplace ces variables par des fonctions du 
premier degre et homogenes : 



d'un meme nombre de variables X, i*, . . . , on dit que Ton fait 
une substitution lineaire et homogfeno, et le determinant des 
coefficients des fonctions /i, /a, . • . s'appelle le module de la 
substitution. 
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^17. DEFINITION. — Soient ^ une fonction des coefficients 
do 'Fix, y, . . .); 9 la fonction semblable des coefficients de la 
fonction obtenue en efTvCtuant une substitution lin^aire et 
homogene. Gelte fonction 4> est appel^e invariant de la fonc- 
tion F si Ton a 

(M etant le module de la substitution); autrement dit, les 
fonctions 4» et cp sont des invariants si elles ne difierent que 
par une certaine puissance du module de la substitution. 

*18. DEFINITION. — Soit F(ic, y, z) une fonction homogene 
du second ordre a trois vaiiables; on appelle discriminavt 
de cette fonction le determinant 



/:. 


U 


fL 


lyx 
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n^ 



19. Soit 

F(a:, J/, z) 
On a A 



Aa;« -h 2Bxi/ -h Gy' -+- 2Dxz 
ACF 4- 2BDE - AE* - FB« 



2Eys -+- Fjs*. 
CD«. 



20. Soient 8 == AC — B*: Tangle des axes auxquels est 
rapportce une courbe du second degre ay ant pour equation 

F(x, y) = Ax* 4- ^Bxy -h Gy^ -h 2Da: 4- 2Ei/ -h F == 0. 

Les trois expressions 

8 A -+- C - SB cose A 

sin* 6 ' sin* 6 ' sin* 6 

sont des invariants. 

21. Si, dans une fonclion algebrique homogene du second 
degre, a un nombre quelconque de variables, on fait une 
substitution lineaire et homogene, le discriminant de la 
nouvelle fonction est egal au discriminant de Tancienne, 
multipli^ par le carr6 du module de la substitution. 
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CHAPITRE II 



LIGNE DROITE 



§ 1. — Formes diverses de r^quation d'une droite. 

22: Toute equation du premier degre, a une ou deux va- 
riables, represente une ligne droite. 
La forme la plus generale est 

Aaj 4- Bi/ + C = 0, 

les coefficients A, B, G etant finis ou non nuls simultanement. 

FORMES particoli£:res 

y — ax -\- b. 

Cette forme met en evidence^ les axes 
6 1 ant rectangulaires : 

a — tg a, coefficient angulaire de la 
droite donnee; 
jc 6, ordonnee a Torigine de cette droite. 

24. Si les axes font entre eux Tangle 0, on a comme valeur 
du coefficient angulaire : 

sin a 
8in(6 — a) 

Dans ce cas, la formule is'oL — donne la tan- 

° 1 H- a cosO 

gente de Tangle que fait avec Taxe des x la droite dont 
T6quation est 

y :z^ ax + b, 

25. R^GLE PRATIQUE. — Lo Coefficient angulaire d*une droite 
est donne par le coefficient de x dans Tequation resoluc par 
rapport ^ y. 




26. 
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CHAPITRE II — LIGNE DROITE 7 

Gette forme met en evidence I'abcisse a I'origine, p, et Tor- 
donnee a Torigine, q, 

27. ux -\- vy — i = 0. 

u et V sont les inverses des coordonnees k Torigine. 
Si ii et i; teadent vers 0, la droite s'eloigne ind6finimenti 

28. Les formules 

X = Xo -h ar, 
y = yo + br, 

dans lesquelles x, y sont les coordonnees cou- 

rantes ; 
oOoy yo, les coordonnees du point A; 
a, 6, les coordonnees du point di- 

recteur M, situe a Tunite 
de distance de Torigine; 
r = AN, la distance du point mobile 
au point fixe A, 
expriment, en coordonnees rectangulaires, les coordonnees 
d'un point quelconque d'une droite en fonction d'un seul 
parametre r. Ge parametre s'appelle rayoa vecteur; on le 
compte positiveraent sur la droite AB dans le sens OM, 
negativement dans le sens oppose. 

29. Les formules 




R X 



y 


A 


1 1 

1 

1 1 

! ! 





I 


» 9 R JC 



X = 



y = 



XX 



i + X 



XY 



1 -h X 

expriment les coordonnees du 
point M (x, J/), en mettant on 
evidence : 

a, p, coordonnees du point donne A; 

X, Y, coordonnees du point donne B ; 

MA 
et la valeur X du rapport -r— - • 

^^ MB 

X variant de — oc k +- oo, les formules donnent les coor- 
donnees de tous les points de AB. 
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30. L'equation de la droite passant par deux points donnes 
A (coordonn6es a, b), B (coordonnees a', U) est 



// — 6 b' — b 



ou 



i-: 



x — a a — a 
y ^ b' V -b 



tga. 



X 


y 1 


a 


b i 


a' 


b' 1 



X — a a — a 

On pent ecrire Tequation de cette droite sous forme de 
determinant : 



= 0. 



31. L'equation x cos a + y sin a — d = met en evidence, 
en coordonnees rectangulaires : OA = d, distance de Torigine 
a la droite representee par cette equation, et Tangle arOA = a, 
(compte positivement de Oa: vers Oy), que fait la perpeudi- 
culaire OA avec Taxe des x, 

Les formules 

A 

cos a = 




sin a = 



d = 







1 


(A' 


+ 
B 


B»)2 






i 


(A' 


+ 
C 


B«)« 



(A* + B*)2 
dans lesquelles G est esseutiellement positif, donneat les 
valeurs des elements a et c? de la droite representee par 

Tequation 

Ax -hBy - Cr^ 0, 

le signe place devant le terme independant des variables 
etant mis en evidence. 

3^ La fonction (a.\ cosa -h y^ sin a — d), calculee pour 
les coordonnees d'un point quelconque {x^, y^) da plan, 
donne, avec son signe, la distance de cc point (cc,, yO a la 
droite ayant pour equation 

X cosa 4- y sin a — c? = 0. 



CHAPITRE II — LIGNE DROITE 9 

33. Si la clroite a pour equation 

Aas- + B?/ 4- C = 0, 

la distance du point (x^^ y^) k cette droite est donnee par 
les formules 

, Aic, -h By. 4- C , , T . X 

a = — — - — (axes rectangul aires), 

(A* + B«j2 

Ar, 4- Bi/i -4- G 

a = — (axes obliques). 

[A* + B* - 2AB cos e]"i 

RilGLE POUR Dl^TERMINER LES Rl^GIONS 

34. Toute droite divise le plan en deux regions: dans 
Tune, la distance d'un point quelconque k cette droite est 
positive; dans Tautre, elle est negative. 

1® Quand une droite ne passe pas k Torigine, le signe du 
terme constant est celui de la region dans laquelle se trouve 
Torigine. 

2® bi la droite passe a Torigine, on prend un point sur 
un axe de coordonn6e et on voit le signe de la fonction 
premier membre calculee pour les coordonn^es de ce point. 

35. Les bissectrices des droites 

Aac + By + G = 0, 
Ax + B'j/ + C' -= 

ont pour equations 

Ax -hBy -+-G A'aj + B'v 4 G' . 

— ± '■ — — = 0. 

( A* -4- B»)^ ( A'« 4- B'«)2 

§ 2. — Angle de deux droites. ^ 

36. Les equations de deux droites etant 

y = mx 4- n, 
y = m'x 4- n\ 



iO Cl^OMl^TRIE PLANE 

leurs coefficients angulaires sont donnas par les forniules 




m 



in' = 



sin a 



sinfe — a) 



sin a 



sin(0 — a') 

6 designant Tangle des axes; 
a, a' les angles de ces droites 
avec Taxe des x. 
Soil V Tangle des deux droites. On a V = a — a. V est 
donne par 

(m' — m)sin6 



tgV = 



1 4- (m -h m')cos6 



mm 



37. Si les axes sont rectangulaires, ces formules deviennent 



m — tg a, 



w' — tga', tgV = 



1 + mm' 



Condition de paralUlisme : m' -- m -- 0, quel que soit Tangle 
des axes. 

Condition de perpendicularite : 

1 -H (m + m') cos + mm' = 0, si les axes font Tangle 6 ; 
1 4- mm' ~ 0, s'ils sont rectangulaires. 

38. Si les equations des droites sont 

kx -h By -h C =: 0, 
k'x + B'?/ -4- C = 0, 

la formule pr6c6denle devient. dans le cas des axes rectan- 
gulaires, 

AB' - BA' 



tgV 



AA' 4- BB' 



A B 

Condition de paralMisme : AB' — B A' =^0 ou t7 = ^ ' 

A j3 

Condition de perpendicularite : AA' + BB' -- (axes rec- 
tangulaires). 
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§ 3. — Intersection de deux droites. 

39. Les equations de deux droites etant 

ax -h by -\- c — 0, 
a'x h h'y H- c' = 0, 

les coordoanees du point commun sout donnees par les for- 

mules 

X y \ 



he — cU ca' — ac' ab' — ba' 

40. Discussion. — Si ab' — ba 7^ 0, les droites se coupent 
en un point unique a distance finie. 

Si ab' — ba' = 0, les droites sent paralleles. 

Si ab' — ba' — avee be' ^ cb' = ou ca' — ac' = 0, les 
droites se confondent. 

*4l. Les tro's droites dont les equations sent 

Ax -h By -h G = 0, 
k'x 4- B'// + C = 0, 
k-x + Wy -h G" -- 

passent par un m^me point si le determinant des coefficients 
de ces equations est nul. 

§ 4. — D6placenient d'une droite. 

Une droite mobile dans un plan ne pent se deplacei- que 
do Tune des trois manieres suivantes ; 
Elle passe par un jioint fixe; 
Ou elle reste parallele a une direction fixe; 
Ou enfin elle reste tangente a une courbe fixe. 

42. Les droites representees par I'equation 

Xx -h u.y -h y — 0, 

A, |ji, V etant trois parametres variables, passent par un point 

fixe, si ces parametres sent lies par une relation lineaire et 

homogene 

AX + Ba -h Gv :- 0. 
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Les coordoanees du point fixe sont a 



43. Les droites represeotees par I'^quation precedente 
restent paraUiles a uoe direction fixe si la relation eatre 
leurs coefficients se reduit b 

Ai + Ba - . 0. 

44. Les droites representees par I'^quation 

D + ID' .-- 0, 
dans laquelle D et D' sont des fonctions lineaires, > tin para- 
metre variable, passeat par le point tixe commun aux droites 
ayant pour equations 

D - 0, D' = 0. 
Hola. — Oq trouvera plus loin (107) I'etude du mode de 
d^placement d'uue droite qui reste tangente & une courbe 
fixe. 

§ 5. — fiquations homogfines. 

45. THtoBfiMe. — Toute Equation algebrique homogfene, ii 
deus variables, de degre m, repr6seate un faisceau do m 
droites issues de I'Drigine. 

48 En particulier, I'equation 

Aj:' + 2B3^y + Ci/' = 
reprfeente deux droites passant par I'origine. 

Si — AC — B' < 0, les droites sont reelles. Si B — 0, 
elles sont conrondues. Si S > 0, elles sont imaginaires. 

47 L angle de ces deux droites est donn^, en coordonnee? 
recta ngu la lies par la formule 

. ,„ 4fB' - AC) 

*s'^-TA.-C)^- 

48. Ces droites sont confondues si B' — AC — 0; elles 
sont perpend iculaires si A -i- C - 0. 
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Leurs bissectrices ont pour equation 

B(cc« - t/«) H- (C - A)xy = . 

49. Uequation du faisceau des droites joignant rorigine aux 
points de rencontre de la courbe F{x, y) = avec la secante 
ay ant pour equation ux -i- vy — i = 0, s'obtient en rendant 
homogenes les deux equations precedentes et en eliminant 
entre elles la variable introduite. 

50. Ex. : L'equation des droites joignant Torigine aux 
points communs a la courbe ayant pour equation 

Aa:=* + ^Bxij -h Gy^ -+- ^Dx -h 2E«/ + F = 

et k la secante 

ux -h vy — I = 0, 
est 

Ax* + 2Bajj/ 4- Ct/2 + ^'Dx + Ey)(ux + vy) + ¥{ux + vyY = 0. 

51. D*une mani^re generale, Tequation du faisceau des 
droites joignant Torigine aux points de rencontre des courbes 
ayant pour equations 

f{x, y) =. 0, (f{x, y) ^ 0, 

s'obtient en rendant homogenes ces equations, au moyen 
d'une variable auxiliaire que Ton elimine ensuite entre elles. 

§ 6. — £quatioiis g^n^rales de droites remplissant 

certaines conditions. 

52. Equation generale des droites passant a Tintersection 
de D = avec D' =^ : 

D -1- XD' = 0. 

Si les droites D :r^ 0, D' = sent paralleles, D + XD' = 
est l'equation generale des droites paralleles aux deux 
premieres. On pent Tecrire plus simplement : D + jx =: 0. 

53. Equation generale des droites passant par un point 
donne (a, f) : 

y - j3 - l{x - a) = 0. 
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Gette forme met en Evidence le coefficicDt angulaire X de 
la droite mobile. 

54. Equation de la droite parallele k une droite doiinee 
Kx + By -{- C = et passant par un point donne (a, p) : 

A(x - a) H- B{y - p) = 0. 

Si Tequation donnee est y — mx + n, I'equation de cette 
parallele devient 

t/ — p — m(x — a) :== 0. 

55. Equation de la perpendiculaire ^ une droite donnee 
Aa? + Bi/ -h C = 0, menee par un point donne (a, p) : 

B(x - a) - k{y - p) = 0. 

Si Tequation donnee est y = mx + n, Tequation de cette 
perpendiculaire devient 

a; — a 4- m{y — pj = 0. 

56. Equation des droites paralleles aux droites 

kx^ + ^Bxy + Ct/« = 0, 
passant par un point (a, p) : 

k{x - a)« 4- 2B(a; - a)(y - p) + C{y - p)* = 0. 

57. Equation d'un faisceau de deux droites rectangulaires 
passant par un point (a, p) : 

1{X - a)« + M^ - a)(i/ - pj - My - p«) :- 0. 

58. Etant donnees les droites 

Ax^ -h ^Bxy ■+■ Gt/* = 0, 

les perpendiculaires a ces droites issues du point a, p ont 
pour equation 

C{x - a)« - 2B{x - a)(i/ - p) + Af2/ - S)« ^ 0, 

Jes axes etant rectangulaires. 
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§ 7. — Droite en coordonn^es polaires. 

59. L'6quatioii Ax -{- By -h G = donne, par une trans- 
formation indiquee (7) : 

p(A cos (o 4- B sinw) + G == 0, 

qu'on 6crit gen6ralement 

P 
o cosw 4- b siu o) 



CHAPITRE III 

CERCLE 

§ 1. — fiquation du cercle. 

60. Distance de deux points A (eoordonn^es Xq, j/q), B (coor- 
donnees x^, yi) : 

(a) Coordonnies obliques, — Soit 6 Tangle des axes; on a 
AB^ = {cct - Xo)^ + (j/i - i/o)' + ^{^i - oCo)iyi - yo)cose. 

De m^me, etant Torigine, on a 

6A* = «? -H y? -t- ^Xoyo cos 0, 

(b) Axes rectangulaires (6 = ^)« Les formules deviennent 

AB' = (X, - Xo)* H- (yi - j/o)' 
et OA* = x] + yl 

61. Equation du cercle. — (a, 6, coordonn6es du centre; 
R, rayon; 0, angle des axes) : 

(x - ay + {y - 6)* ■+- 2(x' - a)(y - 6)cos6 - R* = 



ou, SI 6 = rr : 
' 2 



{x - aj« -h (1/ - 6)* - R* = 0. 
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02. Touie Equation 

ar' -h ixycos^ -^ y* — 2ax — iby -4- c = 

reitttihenUi un ccrcle. Si les axes sont rectaiigulaires, cette 
equation devicnl 

X* -h t/* — 2aj; — 2% H- c = 0. 

KtGLE. — Les coordonnees du centre sont les demi-coeffi- 
cients de a:; et de t/ changes de signe. 
Le rayon est donne par R* = a* -1- (;* — c. 

Si a* H- ^* — c > (I, le cercle est reel. 

Si a' -h 6* — • c -^ (I, le cercle est imaginaire. 

Si a* 4 fc* — c — 0, le cercle a un rayon nul. 

63. Conditions pour que l' equation g^nirale du second degre 
representc un cercle. 

Ax* -h 2Bxy -h Cy* -h 2Dx -4- 2E2/ -h F = 
sera I'eq nation d'un cercle si Ton a simultanement 

, „ B . ^ <A-C = 0, 

A. ~ L ~ -, OU, SI = -» ^ ^ 

cos 9 2 (3 = 0. 

64. Signification du premier mcmbre de F equation dun cercle. 
Si, dans le premier membre de Tequation d'un cercle, on 
remplace les coordonnees courantes par celles d'un point 
du plan, la fonction ainsi calculee est la puissance du point 
par rapport au cercle. 

Puissance de Vorigine. — Elle est donnee par le terme inde- 
pendant des variables. 

65. L!axe radical des cercles G == 0, C — a pour equa- 
tion C - C = 0. 

§ 2. — Intersection d'nne droite et d^an oerde. 

66. Soit y — mx -h n Te^uation de la secante. On forme 
Tequation aux abcisses des points communs en eliminant y 
entre cette equation et celle du cercle. 

Si les racines en x sont reelles, il y a deux points d'inter- 
section reels ; si les racines en x sont egales. la droite est 
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tangente au cercle ; si les racines sont imaginaires, la droite 
ne coupe pas le cercFe. 

67. Soient x = Xq -h ar, y z= y^ ^ br les coordonnees 
d'un point quelconque de la droite. 

L'6qualion du cercle etant F(x, y) = 0, Tequation aux rayons 
Vecteurs des points communs est F(aJo 4- ar, y^ -h hr) = 0. En 
appelant 9 (x, y) les termes du second degre de F ; F'^o , F^, les 
demi-derivees par rapport a a; et a y, dans lesquelles on a rem- 
place X par x^ et y par y^, cette equation, developpee, s'ecrit 

r'^{a, h) + 2r[aFL + fcF^J + Y{x,, y,) = 
ou, comme ^{a, 6) = a* -h 6^ = 1, 

r^ + 2r[aF; -+- b¥y^] + F(aJo, 1/0) = 0. 

68. Reconnaitre si une droite donnee par son Equation 

Ax + By + G -= 
coupe un cercle ^galement donne par son equation 

x2 + y2 _ 2ax - 2by + c = 0. 

a, b sont les coordonnees du centre du cercle. On forme 
les fonctions 

Aa 4- B6 -t- G 



d = 



1 
(A« H- B»)2 



R= \/a^ -h b^ - c. 

Si d — R > 0, la droite est exterieure au cercle. 
Si d — R = 0, la droite est tangente. 
^ Si d — R < 0, la droite est secante. 

§ 3. — Tangentes, p61e, polaire. 

69. DEFINITION. — La tangente a une courbe quelconque 
est la limite des positions d'une droite qui, coupantla courbe 
en deux points distincts voisins, se deplace autour de Tun 
d'eux, de telle sorte que le second point vienne se confondre 
avec celui autour duquel elle tourne. 

2 
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70. Le coefficient angulaire de la tangenle au point a?, y 
d'un cercle est donn6 par la derivee premiere de rordonnee 
par rapport a Tabcisse : 

71. L'6quation de la tangenle au cercle ayant pour equation 

fix, y) = 
est X/-; + Yfy -h Z/: =- 0. 

X, Y d6signent les coordonnees courantes; 
X, y, celles du point de contact; 

f*x, f'yj f%^ les d6rivees partielles de la fonction f{x^ y) 
r6ndue homogene. Les calculs effectues, on fait Z = z — i. 

72. DEFINITION. — La polaire d'un point P par rapport a 
un cercle est le lieu du conjugue harmonique de ce point P 
par rapport au segment determine par le cercle sur une 
secante quelconque issue de P. Ge lieu est une droite qui 
passe aux points de contact des tangenles menees de P au 
cercle. 

Le point P s'appelle le pdle. 

73. Soient (a, p) les coordonnees du pdle P; sa polaire a 
pour equation 

dans laquelle on fait finalement y — ^ — !• 

74. Soit Ax -hBy -hC = Tequation d'une droite du plan ; 
cette droite a, par rapport a un cercle dont Tequation est 
f(x, y) —■ 0, un p61e, dout les coordonnees a, [3 sont donnees 
par les equations 

/: n f 

75. L'equation quadratique du faisceau des tangentes 
menees du point (a, p) a un cercle ayant pour equation 
l\x, y) = est 

moo, 2/, ^)./^., ?, r) - k; + pfy + 'if-:v = o. 
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76. Les points de contact de C€S tangentes sont definis 
par rintersection du cercle f{Xy y) = avec la polaire du 
point (a, j3) : 

77. Lieux de, points de contact de tangentes, — Si Tequation 
du cercle rcnferme un parametre variable, Tequation du 
lieu des points de contact s'obtiendra, comme on le verra 
plus loin (86), en eliminaut le parametre variable entre 
Tequation du cercle et celle de la polaire du point fixe par 
lequel on mcne les tangentes. 

§ 4. — Equations g^nerales de cercles rexnplissant 

des conditions donn^es. 

78. On forme ces equations en partant de Tequation g6ne- 
rale des cercles du plan : 

a;^ + 1/2 - 2Xa; - 2aj/ + v r:^ 0, 

et en assujettissant les parametres X, |jl, v a satisfaire aux 
conditions donnees. 

79. Toute relation (p(X, tx) = 0, entre X et (x seuls, est 
r equation du lieu des centres des cercles remplissant les condi- 
tions qui s'expriment analytiquement par Tequation 

cp(X, jx) — 0. 

80. L'equation generale des cercles passant par les points 

communs a deux cercles donnes par leurs equations G = 0, 

C'~ 0, est 

C -f- XC =- 0, 

X etant un parametre variable. 

§ 5. — Cercle en coordonn^es polaires. 

81. x^ -h if — ^ax — ^by + c == 0. 
Une transformation indiquee (7) donne 

p^ — 2p(a cosoj + h sinw) + = 0. 
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82. aj* h y* — 2ax — %y = : le cercle passe Ji rorigine. 
L*6quation transformee est 

p — 2(a cos o) 4- 6 sin oj) = 0, 

qu'on ecrit generalement 

p = A cos o) + B sin w. 

CHAPITRE IV 

LIEUX G^OMETRIQUES 

83. DEFINITIONS. — Un lieu g^ometrique est un ensemble 
de points jouissant de propri6tes determinees a I'exclusion 
des autres points du plan. 

L*6quation d'un lieu geomMinque est la relation algebrique 
ou transcendante qui lie les coordonnees de I'un quelconque 
de ses points. 



§ 1, — Mise en Equation d'un lieu g^om^trique. 

84. Premier cas. — L'enonce permet d'ecrire une relation 
metrique entre les coordonnees d'un point quelconque du 
lieu et les elements donnes. 

Gette relation est Tequation du lieu. 

85. Exemple : Cisso'ide de Diodes. — On donne un cercle 

lixe, un diametre OA et la tan- 
gente AT a son extremite ; on mene 
une droite quelconque OB, qui ren- 
contre le cercle en G, la tangente 
AT en B ; on prend OM = BC. Le 

^ lieu du point M est la cisso'ide 
de Diodes. 



y 


(^ 


'^) 


T 
B 


r 





\ 


A 


A 


JC 



Son equation est : 
en coordonnees polaires, 

en coordonnees cartesiennes, 



P = 



2R sin^to 



COS(o 



= 0. 
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86. Deuxi^me CAS. — L'enonce permet d'ecrire les equations 
de deux lieux geometriques auxiliaires mobiles /*(a?, y, X) = 0, 
cp(a;, y, X) = 0, dpnt les points communs appartiennent k 
chaque instant au lieu dont on clierche Tequation. Dans 
ce cas, ie resultant des Equations 

f{x, J/, X) = 0, <p(x, y, X) = 

relatif a la variable X, egale a zero, fournit Tequation du lieu. 

(Les trail^sd'algfebredonnent la formation des 4liminants ou resultants.) 

87. S'il existe n parametres lies par (n + 1) equations, en 
y comprenant celles des lieux auxiliaires, Teliminant de 
ces equations, relatif aux parametres variables, egale a zero, 
fournit Tequation du lieu. 

88. S'il existe n parametres et (n -*- 2) equations, il n'y 
a qu'un nombre limite de points du plan salisfaisant aux 
conditions impos^es. 

§ 2. — Principauz cas d'^limination. 

89. Les equations des lieux auxiliaires sont de la forme 

AX 4- B = 0, A'X + B' == 0. 

L'eliminant de X, egale a zero, est 

AB' - BA' = 0. 

90. Les equations du probleme sont de la forme 

AX + B{x -r G -: 0, 
A'X + BV + G' =: 0, 

<p(X, {a) = 0. 

On rend homogenes ces equations au moyen d'un para- 
metre v; il vient alors 

X _^ JJL _ V 

BG' - GB' ^ GA~- AG' "" AB' - BA' ' 

puis 

(p(BG' - CB', GA - AG , AB' - BA) = 0, 
qui est I'equation du lieu. 
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91. Les equations du probleme renfernient un angle comme 
parametre variable ; elles seront generalement de la forme 

a cos (p -h 6 sin 9 -h c = 0, 
a' cos 9 H- b' sin(p 4- c' = 0. 

L'^quation du lieu est dans ce cas 

{be - cby -h (ca' - ac')^ - (ab' - 6a')« = 0. 

92. Si les equations du probleme sont de la forme 

AX» -h BX H- G =^ 0, 
A'X> ^- B'X -hG=0, 

Tequation du lieu pent s'^crire sous les deux formes sui- 
vantes, que Ton devra to uj ours examiner successivement : 

(AC - Gky - (AB' - BA'j(BG' - GB') = 0, 
(BB' - 2AG' - 2GA')* - (B» - 4AC)(B'« - 4A'G') = 0. 

§ 3. — G^n^ralit^s. 

93. Quand une Equation est alg6brique et entifere, son 
degr6 s'appelle Tordre ou le degre du lieu geometrique qu'elle 
represente. 

Les courbes du second ordre portent le nom de coniques; 
celles du troisifeme ordre, le nom de cubiques. 

94. Equation du lieu geometrique le plus general d ordre m. — 
Son premier membro se compose de la somme des polyndmes 
homogenes les plus generaux a deux variables de tons les 
degres depuis jusqu'^ m; on Tecrit 

^m{x, ]}) + U^-i(x, y) + U„»_2(a:, t/) -h . . . + Uo = 0, 

\Jp{x, y) 6tant le polyndme algebrique homogene le plus gene- 
ral de degre p a deux variables. 

95. Dans le cas du second degre, I'equation la plus gene- 
rale est 

Aaj* + ^Bxy 4- Cy^ + 2Dx + SEt/ + F r^ 0; 

on ecrira dans la suite 

F(x, y) = ^(x, y) + f{x, y) ^ 0, 
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en posant 

(p(cc, y) =z Ax^ + 2Bjct/ + Gy«, 

ensemble homog^ne des termes du second degre. 

96. Consequence : L'equation F{x r^ ar,y -h br) = 0, deve- 
loppee, s'ecrit, dans le cas du second degre, 

r«cp(a, b) + 2r(aF; + bFy) -h ¥{x, y) =■ 0. 

97. Si Ton rend homogene le premier membre de cettc 

equation, au moyen d'une troisifeme variable z-, on pourra 

, . _,/a-+-XX p4-XY\ . . . 

ecnrc F — — » ~ — ) = sous la forme 

\l-»-X i -hi J 

F(a + }.X, P + XY, Y -+- XZ) = 0, 
dans laquelle on fera finalement Z = y = 1 . 

98. Le developpement est alors, dans le cas du second degre, 
X«F(X, Y, Z) + X(aFi + pFV + yF'z) + F(a, p, y) - 0, 

que Dous emploierons dans la suite. 

99. Un lieu geometrique est s;ymetrique par rapport k Taxe 
des X si son equation ne renferme que des termes de degre 
pair en t/ ; il est symetrique par rapport a Taxe des y, si son 
equation ne renferme que des termes de degre pair en x. 

II est symetrique par rapport a la premiere bisseelrice si 
son equation ne change pas quand on change entre eux x et 
y. II est symetrique par rapport a la deuxieme bissectrice si, 
en changeant x en — x, Tequation obtenue est symetrique 
par rapport aux lettres x et y. 

L'origine est centime quand Tequation ne renferme que des 
termes de m^me parite. 
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SECTION II 



THEORIE GEN^RALE DES COURSES PLANE8 



CHAPITRE PREMIER 

TANGENTES, POD AIRES 

§ 1. — G6n^ralit6s. 

100. DEFINITION. — On appelle tangente a une courbe plane 
la limite des positions d'une droite rencontrant cette courbe 
en deux points voisins et qui tourne autour de Tun d*eux de 
telle sorte que le second point vienne se confondre avec le 
premier. 

101. Le coefficient angulaire de la tangente en un point 
est donne par la derivee de Tordonnee par rapport a Tabcisse, 
calculeo pour les coordonnees de ce point. 

Soit F (x, y) —0 Tequation d'une courbe; y'x est donne par 
I'equation 

que Ton ecrit aussi 

dF dF dy 
dx ay dx 

102. L'equation de la tangente a une courbe alg^brique 
pent s'ecrire 

xf; + yf; + zf; - o, 

dans laquelle on fait finalement Z = z = \. 

X, Y sont les coordonnees courantes; x, y celles du 
point de contact. 
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103. Mener a une courbe do7\t V^quation est F(x, y) = 0, des 
tangentes par un point donne (a, p). — Ce probleme comporte 
Irois solutions, exposees sous les n®^ 104, 105 et 107. 

104. Les points de contact de ces tangentes sont definis 

par les points communs aux courbes dont les equations 

sont 

F(aj, 5^) = 0, 

aF; + pf; + yf: = 0, z = v:..i. 

La seconde porte le nom de polaire principale du point (a, p) ; 
elle est de degre (m — 1); les points de contact sont done 
en nombre m[m — 1). 

lOo. L'equation du faisceau des tangentes menees par le 
point (a, p) a une courbe ayant pour Equation F{x, y) = 0, 
s'oblient en ecrivant que Tequation 

F(a + /X, p -h XY, Y + XZ) = 

a une racine double en X. 

La condition algebrique qui exprime ce fait est Teliminant 
de X entre Tequation 

F{a + XX, (3 + XY, Y + XZ) r:. 
et sa derivee par rapport a X. 

106. L'ensemble des termes du plus haut degra de cette 
equation, egale a zero, est Tequation du faisceau des paral- 
leles aux tangentes menees par Torigine. 

§ 2. — Equation tangentielle. 

107. L'equation tangentielle d'une courbe donnee est la 
condition pour que la droite representee par Tequation 
ux -{- vy -h w = soit tangente a cette courbe. 

108. On ecrit sou\ent l'equation de la tangente mobile sous 

la forme 

ux -h vy — I = 0; 

Tequation tangentielle est alors la relation qu'il faut etablir 
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eiitre uetti pour que la droite representee par cette Equa- 
tion- reste tangenta & la courbe donn^e. 

FORIUTION DE l'AQUATION TANGENTIELLE 

109. PremUre m4tfu>ie. — On identilie I'equation de la tan- 
gonte a la courbe donuce 

x/; + Yf; + z/'; = 

avec I'equation 

ux ■+■ vy + wz — 0, 

et on elimiue les coordonn^es courantea ontre les deux 
equations de condition et I'equation de la courbe. 

Si, dans lo resultat, on Mt lo = — i, on obtieut I'equa- 
lion tangentielle 

rp(u, V) — 

relative & la droite tu; + tiy — 1 =0. 

HO, Seconde mtthode. — On forme I'equatioa du faisceau 
des droites joignant I'origino aux points eommuns %. la courbe 
donn^e et Ji la sScante 

ux -\- vy + wz — 
et on exprime que ce faisceau a un rayon double. 

Si I'oD fait, dans la condition obteuue. w — — 1, on obtient 
I'equation tangenlielle relative a la sEcante 
ux + vy ~ i = 0. 

111. Autre forme de I'equation aux coefficients angulaires dex 

langentes menees d'un point {a, p) a une courbe F(x, y) = 0. — 

Soient ux + vy —■ ^ — I'equation de la tangente mobile; 

if{u, u) = I'equation tangentielle comes pon dan te. 

On rend hoinogeues ces deux equations au nioyen d'une 

triable auxiliaire t; on elimine cette variable entre elles; 

I transformee en I — ] del'eJiminaDt est I'equation aux coeffi- 

icnts angulaires cherch^e. 
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Equation de la tangknte en fonction du coefficient angulaire 

112. C'est une equation tan gentielle dans laquelle n'entre 
qu'une seule variable : le coefficient angulaire. 

H3. On la forme ainsi: on cherche la condition li etablir 
enlre les coefficients de Tequation 

y = mx -h n 

pour que la droite qu'elle represente soit tangente a la courbe 
donnee F{x, y) = 0, en ecrivant que Tequation aux abcisses 
des points communs k la droite et k la courbe, a une racine 
double. 

Cette condition, (p(m, n) = 0, pent, dans certains cas, etre 
resolue par rapport k n et s'ecrire 

n = W(m). 

114. L'equation de la tangente pent alors s'ecrire 

y = mx -h ^(m). 

En faisant varier m, cette equation represente success! ve- 
rnent toutes les tangentes a la courbe. 

§ 3. — Lieux g^om^trlques. 

115. Le lieu geometrique des points de contact des tan- 
gentes menses d'un point donne (a, p) a des courbes mobiles, 
s'oblient en eliminant le parametre variable que renferrae 
Tequation des courbes, entre cette equation et celle de la 
polaire principale du point (a, p) (104). 

116. Si Ton impose certaines conditions de position aux 
tangentes issues dun point (a, p) a une courbe fixe, ces 
conditions s'exprimeront au moyen de Tequation lOo. Les 
coefficients de cette equation sent fonctions de a et de (5 ; 
toute relation entre eux donnera Tequation d'un lieu geome- 
trique du point (a, p). 

in. Toute condition de clirecUon imposee a ces tangentes 
8*exprimera au moyen de Tequation 106, dont les coefficients 
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sont egalement fonctions de a et de p. A toute relatioa 
entre eux correspondra un lieu g6ometrique du point (a, p). 

118. Si Ton a ete amene a former d*abord Tequalion tan- 
genlielle, celle-ci donnera une solution de la question au 
moyen de I'equation 111. 

119. L'equation 114, quand on pent la former, donne une 
solution trfes simple des questions de ce genre. 

§ 4. — Gourbes tangentes. 

120. On exprime que deux courbes ayant pour equations 

f\x, y) = 0, ^{x, 1/) = 

sont tangentes, en ecrivant que les coefficients angulaires 
des tangentes aux points communs sont ^gaux : 

/•' ' 



'X 



y % 

121. Condition de contact, — On I'obtient en eliminant les 
coordonnees x, y du point commun entre les trois equations 

J*' * 



f\x, y) = 0, 9((r, y) = 0, 



f'y ^y 



122. Lieux giomitriques. — Si les courbes donnees sont 
mobiles, leurs equations renforment chacune un parametre 
variable. La condition precedente, G = 0, donnc la relatiou 
a etablir entre ces paramelres, pour que les courbes mobiles 
se deplacent et se deforment en restant tangentes. On obtient 
alors Tequation du lieu de leurs points de contact en eliminant 
les deux parametres variables entre les equations 

f{x, y) - 0, ^{x, y) = 0, C = 0. 

§ 5. ~ Gourbes OKthogonales. 

123. En conservant la notation precedente, deux courbes 
ont orihogonales en leurs points communs si Ton a simul- 
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tanement 

t(x,y) = 0, <p(a;,y)=0. ^=-?f. 

124. On peut r6peter textuellement ici les n®« 121 et 122. 

§ 6. — Podaires. 

123. DtoNiTiON. — On appelle podaire d*un point fixe par 
rapport a une courbe donn^e, le lieu de la projection de ce 
point sur les tangentes a la courbe. 

Equation de la podaire 

126. Premiere solution. — Soient F(a*, y) = Tequation 
d'une courbe; ^[u, v) — son equation tangenlielle relative 
k la secante 

wo; -h v^ — 1 = 0. 

L'equation de la podaire d'un point fixe (a, p) s'obtient 
en eliminant u ei v entre les equations 

ux + vy — i = ^ (tangente), 

v{x — a) — u{y — ^) = (projetante du point fixe), 

(p(w, t?) = (equation tangenlielle). 

II vient 

r ^- « ^ y - P 1 ^ Q 

\x(x - a) -I- y\y - p) ' aj(a; - a) -+- y{y - p)J 

127. Deuxieme solution, — Si Ton a pu former Tequation 
du n® 114, Tequation de la podaire du point (a, p) s'obtieat 
par Telimination de m entre les equations 

y = mx + ^(m), 

m{y — f)+cc — a=0. 
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CHAPITRE II 

NORMVLES 

128. D^FiMTiOiN. — On appelle normale principale a une 
courbe plane, la perpendiculairo k la tangente menee par le 
point de contact^ dans le plan de la courbe. 

Le point de rencontre de la courbe et de la normale s'appelle 
le pied de la normale. 

129. Equation de la normale, — Solent f{x, y) —Q Tequation 
de la courbe; (x, y) les coordonnees du pied de la normale ; 
(X, Y) les coordonnees courantes. 

L'equation de la normale es: 

Y - t/ n, X-x _ Y - V 

130. Menei^ les normalcs jmr un point donn6 (a, p). — Les 
pieds des normales sent les points communs aux lieux geo- 
metriques dont les equations sent 

fix, y) = 0, 
CL — X _ ^ — y 

I X I y 

131. Le second de ces lieux geometriques est le lieu des 
pieds des normales menees du point (a, p) aux courbes dont 
I'equation est f{Xy y^ = 0, et dans laquelle on fait varier 
arbitrairement le terme indcpendant des variables. 

132. Courbes normales ou orihogonales, — Voir n^ 123. 

133. Condition pour quune droite reste normale a une courbe, — 
Solent f{x, y) = Tequation de la courbe ; 

ux -h vy — i — celle de la droite mobile. 

On identifie cette derniere avec I'equation d'une normale 

a la courbe ; 

(X - x)f: - (Y - y)/-; .^ 0, 
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et on elimine x et y entre les deux equations obtenues et 
celle de la courbe. 

134. Eqiuition de la normale en fonclion du coefficient angu- 
laire, — Soit y — mx + n r^quation d'une droite mobile; on 
exprime qu'elle rcsle normale, par la methode precedente; 
si la condition obtenuc, 

9(??i, n) — 0, 

peut etre resolue par rapport a n, 

Tequation 

y — mx -h W(m) 

est celle de la normale en fonction d'un seul parametre : 
le coefficient angulaire. 

13o. Un grand nombre de questions relatives aux normales 
se traitent d'une fagon identique aux questions similaires 
relatives aux tangentes. 

136. Equation du faisceau des normales, — Si le point par 
lequel on mene les normales est pris comme origine, voir 
ii*> 49. 

Dans le cas contraire, soient a, p les coordonnees de ce 
point; on forme Tequation du n® 49 et on y remplace 

X par (X - a), y par (// - ^). 

LIEUX G^OMETRIQUES 

137. Le lieu despieds des normales menees d'un point fixe 
a des courbes mobiles s'obtient en eliminant le parametre 
variable que renferme leur equation entre les equations du 
n« 130. 

138. Les lieux geomeU'iques des n°^ 116, 117 relatifs aux 
normales s'obtiennent par les calculsindiqucs, appliques aux 
equations des u^'' 13i ou 136, suivaut le cas. 
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CHAPITRE III 



POINTS MULTIPLES 



y 








JC 



§ 1. — Concavity, convexity, inilexioa. 

139. DEFINITION. — Une courhe est difce convexe en un de 

ses points P vers les abcisses positives, 
quand deux arcs infiniment petits 
situ6s de part et d'autre du point P 
sont du cdte des ordonnees positives 
par rapport a la tangente au point P. 

La courbe est dite concave vers les 
abcisses positives dans le cas contraire. 

140. Pour qu*une courbe soit convexe vers les abcisses 
positives, il est necessaire et suffisant que la derivee seconde 
de I'ordonnee par rapport a Tabcisse soit positive. 

141. Si la derivee seconde est negative, la courbe est con- 
cave vers les abcisses positives. 

142. La derivee seconde est nulle ; dans ce cas la courbe 
sera convexe vers les abcisses positives, si la premiere derivee 
non nulle est d'ordre pair et positive. Si elle est d'ordre 
pair et negative, la courbe est concave vers les abcisses 
positives. 

143. DEFINITION. — Un point est dit d'inflexion quand les 
deux arcs de courbe infiniment voisins de ce point sont 
silues de part et d'autre de la tangente en ce meme point. 

144. La condition necessaire et suffisante pour qu'un point 
soit d*inflexion, est que la derivee seconde de Tordonnee 
par rapport h Tabcisse s'annule quand on y substitue les 
coordonnees du point. 
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*145. Definition. — Soit /*(a?, y, z) = Fequation d'une 
courbe algebrique entiere, rendue homogene; le determinant 

r, f" r 

I X- I xy I xz 

TT fit 111 fll 

^ — Ixjt ly^' lyz 

nil t'll j^tt 

I zx I zy / s^ 

s*appelle le Hessien de la fonetion /*. 

La courbe ayant pour equation H == 0, s'appelle la Hes- 
sienne de la courbe donnee. 

*146. Les points d'inflexion d*une courbe f{x, y) = 0, sont 
les points communs a cette courbe et a sa Hessienne. 

*147. La Hessienne passe par les points multiples de la 
courbe donnee. 

•148. Si la courbe /'(cc, y) — est mobile, on obtiendra 
le lieu de ses points d'inflexion en 61iminant le parametre 
variable que renferme son equation entre les equations 

/•(.r, y) - 0, H == 0. 

"^^ 2. — Points singuliers. 

'^^lii). Definition. — Un point d'une courbe plane est dit 
multiple ou singulier quand une transversale quelconque pas- 
sant par ce point y rencontre la courbe en deux points 
confondus au moins. 

'^150. Une courbe algebrique n'a pas, en general, de points 
multiples. 

*lol. Pour qu*un point soit pom^ multiple, il faut que ses 
coordonnees verifient simultanement les trois equations 

Tx-o, a;-o, /•; = o, 

f'x^ fy^ f\ etant les derivees partielles du premier membre de 
Tequalion de la courbe rendue homogene. 

*152. Si I'equation d'une courbe renferme un soul para- 
metre variable, on determinera les courbes de la famille 

3 
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ayant des points multiples, en 6galant a zero Teliminant de 
a; et de y entre les trois derivees partielles egalees a zero. 

*lo3. Si Tequation d*une courbe renferme deux parametres 
variables, le lieu geometrique de ses points multiples s'ob- 
tiendra en egalant a zero Teliminant des parametres entre 
les trois equations 

f:.-.o, /■; = o, /-^-o. 

*154. Une courbe algebrique d'ordre m est determinee par 

m{m -h 3) ,.,. 

—^ — conditions : 

Un point simple equivaut a une condition ; 

Un point double equivaut a trois conditions ; 

Un point double et ses (angenies equivalent a cinq conditions; 

Un point triple equivaut a six conditions; etc. 

§ 3. — £tude d'une courbe autour de rorigine. 

155. On pent loujours supposer le point autour duquel on 
vent etudier la courbe situe a Torigine, sinon une transla- 
tion des axes Fy amenerait. 

130. La langente a Torigine, a une courbe passant par 
ce point, s'obtient en egalant a zero Tensemble des terraes 
du plus bas degre. 

157. L'origine est point d'inflexion si les termes du premier 
degre sont en facteur dans ceux du second degre. 

158. Si les termes du plus bas degre sont de degr6 p, leur 
ensemble, egale a zero, represente les p tangentes reelles 
ou imaginaires au point de multipliciLe p confondu avec 
Torigine. 

159. On reconnaitra la disposition dune courbe autour d'une 
de ses tangentes multiples en coupant par une secante pas - 
sant par le point multiple et en etudiant Tequation aux rayons 
vecteurs ou Tequation aux abscisses des points de rencontre. 

Dans cette etude, on prend le plus souvent le coefficient 
angulaire de la secante comme variable independante. 



/ 
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160. Nola. — Les melhodes a employer pour faire la sepa- 
ration des branches de courbe qui p assent par un point 
multiple sent nombreuses : leur exposition constitue un des 
points les plus delicats du cours de geometrie analytique; 
nous ne pouvons que renvoyer aux ouvrages classiques, un 
resume devenant incomprehensible si Ton n'a pas en m^me 
temps sous les yeux I'expose complet de la theorie. 



CHAPITRE IV 



ASYMPTOTES 



§ 1. — Points k rinfini dans les courbes dont T^quation 



est de la forme y 



F(x) 
?(x) 







B X 



161. Les racines de Tequation ^[x) ~ donnent les valours 
finies de x qui rendent t/ infini. La parite du degre de mul- 

tiplicite du facteur correspondant de 
9(a?) indiquo la disposition de la 
courbe autour de Tasymptote. 

162. Soient m le degre de F(x) ; p 
celui de o{x) ; 

F{x) = AoX'« -t- . . . ; (^{x)=BqXP + . . . 

Si m>p, y est infini en m^me 
temps que x. 
Si m<p, y est nul pour x infini. 

Si m:=p,y est fini quand x devient infini ; lim (y)x=<x> — — • 

Bo 

163. Supposons in >p. On pent ecrire, en faisant la division. 



y =^ M + 



^{x) 



R(a;) est un polyndme de degre (p — 1) au plus. 
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164. DEFINITION. — La courbe y = 



F(x) 



est dite asymptote 



a la courbe y^ = f(x) ; leurs points a rinfini sont confondus, 
car lim. = 0. 

163. Le siffne de — — - monlre comment est placeela courbe 



y 



"^{x) 



9(x-) 



~ par rapport a la courbe asymptote t/t = f{x). 



166. Quand f(x) est du premier degre, I'asymptole est rec- 
tiligne. Dans tous les autres cas, elle est parabolique. 



§ 2. — Points & rinfini dans les courbes dont I'^quation 

est de la forme 

X - o(X), 

167. Pour chaque valeur de X, l^ rendant infinis x et y 
ensemble, on calcule 

Gette limite donne le coefficient angulaire de la direction 
asymptotique. 



168. Soit a la limite precedente. 




y 







jr 



On calcule lim.(y — ^^)>.-v. • 
Soit d cette nouvelle limite. 

i^ Si d est une quantite finie, on a une asymptote dont 
I'ordonnee a Torigineest d, le coefficient angulaire a (1^^ fig-),' 
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^Sid — 0, rasymptole passe a rorigine ; elle est confonduc 
avec la direction asymptotique; 

3® Si d est infini, on a une branche parabolique (2°^^ fig.). 

169. Le signe de (y — ax) donne la disposition de la courbe 
autour de son asymptote. 

170. Cette methode s'applique egalement k Tetude des points 

a rinfini des courbes representees par une equation de la 

f(x) 
forme y = -7—:; niais le precede de la division est plus rapide 

o{x) 

et s'applique non seulement aux asymptotes rectdignes, mais 
k toutes les courbes asymptotes, 

§ 3. — Asymptotes rectilignes. 

171. Di&FiNiTiON. — Une droite est dite asymptote a une 
courbe quand la distance d'un point de la courbe a la droite 
tend vers zero lorsque le point s'eloigne indefiniment sur 
la courbe. 

172. Une droile coupe une courbe d'ordre m en m points 
reels ou imaginaires; quand Uun de ces points au moins 
est rejete a Tinfini, on dit que la directioQ de la secante est 
direction asymptotique. 

173. Notation. — Soient 

F{x, y) -^ \ijx, y) + V^_i(x, y) + ^m-iix, y) -\- ... -^0 

Tequation de la courbe algebriquc la plus gen^rale d'ordre 
m(172); 

X = Xo + ai\ J/ := j/o 4- 6r, les coordonnees des points 
d'une secante. Les rayons vecteurs des points communs a 
la courbe et a la secante sont les racines de I'equation 

r«»U(a, b) + r^'[XoK 4- yo^\ + V(a, b)] \ 
^[a:?u:2 + 2aroyoUa^+ j/?U'b2 -i-2a:oV:.+ 2^oV;+W(a, 6)] > -0. 

-I- H- F{a?ot/o) j 

174. Les coefficients angulaires des directions asympto- 
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tiques sont les racines de Tequation 

^- 



ou, en posant - == c : 

a 



"-('• s 



U41, c) - 0. 

175. Soit Ci une racine simple de cetle Equation. L'equatioD 

aroIi;(l, c,) + j/oU;(l, c,) + V(l, c,) -.-: 

est celle d'une asymptote recliligoe ayant pour coefficient an- 
gulaire c,; elle est accompagnee d'une branchehyperbolique. 

476. Dans la pratique on obtient rapidement T^quation 
d'une asymptote simple, parallele a la droite 

a p 
en coupant la courbe 

(1) U(a', y) 4- V(cc, y) + ••• -0, 

dans laquelle U(a?, y) = ('- .\]^{x, y), 

par une secante 

et en exprimant qu'elle est direction asymptolique du lieu 
auxiliaire (3) 

(3) XU,(x, y) + Y{x, t/) +...=: 6, 

donnant les points communs a (1) et (2). 
X est done racine de Tequation 

XU,(a, p) + V(a, p) = 0. 

177. Soit (— — -) un facteur double du polyn6me U(a', y), 

\a p/ 

X y ^ 
qui ne se trouve pas dans V(a7, y) ; la direction 7 = 

(X p 

est celle d'uue branche parabolique ordinaire: Tasymptote 
correspondante est rejetee a Tinfmi. 

178. Soit [ -j un facteur double de U qui entre au 
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premier degre dans V; la direction = estcelle d'un 

a p 

point double rejete k Tinfini. 
En posant 

Tequation 

X«U,(a, S) + XV,(a, p) -+- W(a, p) = 

donne les valours do X correspondant aux asymptotes paral- 
leles a la direction consideree. 

179. Si les valours de a sont reelles et distinctes, la 
courbe a un point double reel a rinfini. 

Si les valours de X sont egales^ elle a un point de rebrous- 
sement a Tinfini. 

Si les valours de X sont imaginaires^ elle a un point 
isole a Tinfini. 

180. Nota. — Gette etude so continue de la m&me maniere, 
mais no donne pas directement la disposition de la courbe 
autour des asymptotes ainsi determinees. 

Comme pour les points multiples a Torigine, il existe un 
grand nombre de methodes pour faire Tetude des points a 
rinfini. Aucune d'elles ne pout 6tre resumee sans qu'on ait 
sous les yeux Texpose complet: nous renvoyons done aux 
trait^s classiques. 

CHAPITRE V 

CONSTRUCTION DE COURBES 

§ 1. — L'equation peut dtre r^solue par rapport k Tune 

des variables. 

181 . 1® On determine les intervalles dans lesquels la variable 
independante peut prendre des valours quelconques et ceux 
dont les valeurs doivent 6tre exclues de TetudO; en raison des 
signes fonctionnels qui entrent dans la fonction donnee. 
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2® On determine les valours de la variable independaute 
qui rendent la fonction nulle ou infinie; on discutele signe de 
cette fonction dans chaeun des intervalles ainsi definis et 
compris dans les limites de variation precedemment deter- 
minees. 

3®Aumoyen des derivees premiere etseconde on determine 
la tangente aux points principaux, les maxima, les points 
d'inflexion, etc. 

4^ En operant une division ou Textraction d'une racine, on 
obtient Tequation de la courbe asymptote, et le signe de la 
partie complementaire donue la disposition de la courbe 
etudiee autour de la courbe asymptote. 



* 



§ 2. — L*6quation doit conserver sa forme implicite. 

*182. Si I'on peut exprimer a: et j/ en fonction d'une variable 
auxiliaire, on est ramene a I'etude d'une courbe definie par 
les Equations 

« = /*(>•), y --^ ?(^). 

On emploiera cette methode dans les courbes d'ordremayant 
un point multiple d'ordre 7?i — i ; X sera alors le coefficient 
angulaire d'une secante tournanl autour du point multiple. 

*i83. Si Tune des variables n'entre pas a un degre supe- 
rieur au troisieme, il sera alors possible d'etudier directcment 
le nombre des points reels situes sur une secante parallele 
a Taxe correspondant a Tautre variable. 

On operera de m^me dans le cas oii Tequation est bicarree 
par rapport k Tune des variables. 

Dans ces deux cas, il est avantageux d'etudier separement 
les points multiples et de determiner les asymptotes; Tetude 
algebrique qu'on vient d'indiquer achevera de determiner la 
courbe. 

*18i. On trouve souvent avantageux de donner au premier 
membre de Tequation eertaines formes qui mettent en evidence 
des lieux geometriques simples par les points communs 
desquels passe la courbe etudiee. On determine alors les 
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regions definies par ces lieux auxiliaires, dans lesquelles 
il y a (ies points de la courbe et celles dans lesquelles il 
n y en a pas. Ces indications, jointes a la connaissance des 
asymptotes et des points multiples, determinentgeneralement 
la forme de la courbe. 
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*CENTRES, DIAMfeXRES, POLAIRES 



*§ 1. — Centres. 

*i8o. D^FLNiTiON. — On appelle centre d'une courbe un point 
par rapport auquel Ies points de cette courbe sont syrnetri- 
ques deux a deux. 

*186. L'origine est centre d'une courbe algebrique, si son 
equation, mise sous forme entiere, ne rcnferme que des ter- 
mes de m^me parite. 

*187. Si la courbe ne passe pas a Torigine, Torigine sera 
centre si la courbe ne rcnferme que des termes de degre 
pair; si elle passe a Torigine, Tequation devra ne renferm«?r 
que des termes de degre impair, 

*188. Recherche du centre. — On transporte Torigino en un 
point indetermine ($, y\) et on cherche s'il est possible de 
determiner ses coordonnees de telle sorte que Tequation 
obtenue ne renferme que des termes de m^me parite. 

*189. DEFINITION. — On appelle centre des moyenn?s distant 
ces de n points en ligne droite, un point de cette droite tel 
que la somme algebrique de ses distances aux n points soit 
nulle. 
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*§ 2. — Diam6tres. 

*190. DEFINITION. — On appelle diametre dans une eourbe 
quelconque, le lieu des milieux des cordes paralleles a une 
direction donnee. 

*191. Equation du diamelre. — Soit F{x, y) — Tequation 
d'une eourbe d'ordre m. On forme la fonction 

¥{Xo -h ar, %jo + hr) = /*(r») -h r:f{r^) 

en groupant ensemble les lermes de m6me parite. 

L'equation du diametre correspondant a la direction (a, b) 
est I'eiiminant de r* entre les equations 

A^'*)-0, cp(r*)--0. 

*§ 3. — Diazn^tres de Ne^vton. 

*192. On appelle diametre de Newton, dans une eourbe 
quelconque, le lieu des centres des moyennes distances 
relatifs a des secantes paralleles a une direction fixe. 

*193. Ge diametre est une droits, 
Soit 

\](x, y) + V((r, y) + W(i>c', y) ••• ^ 

Tequation de la eourbe la plus generale d'ordre m (172). 

Le diametre de Newton correspondant a la direction [a, b) 
a pour equation 

xU^Ca, 6) -4- yU;(a, 6) + V(a, b) = 0. 

*l9i. Ce diametre devient une asymptote si la direction 
(a, b) est direction asymptotique. 

'^§ 4. — Axe harmonique. 

*19o. Si, par un point fixe 0, on mene des rayons vecteurs 
coupant une eourbe algebrique d'ordre m en des points 
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A, B, G,... ; qu'on prenne un point P sur chaque rayon vec- 

teur tel que 

mill 



• • • • 



OP OA OB OC 
le lieu du point P est une droite. 

.*198. Le point s'appelle le p6lc; le point P, son centre 
harmonique, et la droite, lieu du point P, Taxe harmonique 
du p61e 0. 

*197. Si le p6le s'eloigne a Tinfini, Taxe harmonique devient 
le diametre rectiligne correspondant a la direction dans la- 
quelle le point s*est transporte a Tinfini. 

*198. Soient a, p, y les coordonnees homogenes du p61e; 

X, Y, Z les coordonnees homogenes courantes ; 

F{x, y, z) = Tequation de la courbe 

rendue homogene. 

L'equation de I'axe harmonique du point est 

xFi 4- yf; + zf; = 0. 

*§ 5. — Polaire. 

*199. Le p61e et son centre harmonique P se correspondent 
sur chaque rayon vecteur ; mais a un pole donne correspond 
uu seul centre harmonique, tandis qu'a un centre harmo- 
nique donne correspondent (m — 1) pdles, si la courbe con- 
sideri^e est d'ordre m. Le lieu de ces (m — 1) pdles s'appelle 
la polaire principale du centre donn6. 

*200 Soient (a, p, y) les coordonnees d'un point donne ; 

F(x, J/, js) = Tequation d'une courbe algebrique d'ordre m ; 

X, Y, Z les coordonnees courantes. 

L'equation de la polaire principale relative au point donn6 

est 

aFx -+- pFy -h yFi — 0. 

*201. La polaire principale passe aux points do contact des 
tangentes issues du point donne a la courbe dont I'equation 
est F(ar, y) — 0. 
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CHAPITRE VII 



*ENVELOPPES 



*202. Dj6finition, — Deux courbes d'un system e dont 
requalion f{Xy r/, X) = renfermc im parametre variable \ 
sont dites infiniment voisines quand eiles correspondent a 
deux valeurs infiniment voisines de ce parametre. 

*203. Les points communs a deux courbes infiniment voi- 
sines sont definis par les equations 

f{^, J/, ^) == 0, f{{x, y, 1) = 0. 

*204. DEFINITION. — On appelle enveloppe d'un systeme de 
courbes le lieu des points communs a chaque courbe du 
systeme et k la courbe infiniment voisine. 

*20o. L'equation de Tenveloppe s'obtient en eliminant le 
parametre X entre les Equations du n^ 203. 

*206. En chaque point comraun, Tenveloppe et Tenveloppee 
sont tangentes. 

^207. L*eliminant de X entre les equations du n® 203, egale 
a 0, etant la condition necessaire et suflfisante pour que I'equa- 
tion f(x, y,X) = ait une raeine double en X, on pourra ecrire 
immediatement Tequation de Tenveloppe chaque fois qu'on 
connaitra cette condition (cas du second et du troisieme degre). 

*208. Si I'equation du systeme de courbes renfermc deux 

parametres X et [x lies par la relation (p(X, a) =0, on obtiendra 

Tequation de I'enveloppe en eliminant ces parametres entre 

les equations 

'f(x, y, K\x)-^ 0, 

<p(X, (/.) =^ 0, 

/■ _. f, 

• _ _ » 

?1 ?ix 
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SECTION III 



KTUDE GENERALE DES COCRBES DU SECOND ORDRE 



> 



CHAPITRE PREMIER 

CLiSSIFICVTIOX DES COIRBES DU SECOJND ORDRE 

§ 1. — M^thode de la decomposition en carres. 

239. R&gle, — On ordonne Tequation par rapport a Tune 
des variables entrant au carre, on multiplie par son coefficient 
s*il n'est pas carre parfait. On complete le carre commence 
par les deux premiers termes et on retranche les termes 
ajoutes. — On ordonne le restc par rapport i Tautre variable 
et on complete le carre forme par les deux premiers termes 
de CO reste, s'il y a lieu ; apres soustraction des termes 
ajoutes, I'equation transformee presente Tune des neuf formes 
du n^2H. 

210. Marche du calcuL — L'equation donnee etant 

Ax^ -+- Wxy 4- Of + Wx + my -hF ^0 {k ^ 0), 

on ecrit 

AU^ + 2Aaj(B2/ + D) + kCy^ + 2AEi/ + AF := 0, 

puis 

(Ax -^By-h Dy + (AG - B^)f + 2(AE -BJ))y -h AF-D' = 0, 

c'est-a-dire, en posant 

S = AG - B^ (5 7^ 0), e = AE - BD, /* .= AF - D« : 
S(Ax + Bj/ + Dy 4- ^Y + 2e$^ + 8/* = 0. 
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Gompletant le carre en y, il vient 

SX'* + {Zy + e)« + 8/" - > --^ 0. 

211. En faisant toutes les hypotheses possibles sur la 
valeur des coefficients et leurs signes, on obtient les neuf 
formes ; 



a >0 E 



X« 4- Y^ - K* 
X» + Y^ -h K^ 



X» 4- Y^ -^ 



< 


CO H 


X* - Y» - K« 

X^ _ Y* =^ 


a :. 


-OP 


X* Y - 
X^ - K« .--- 
X^ + K2 ^ 



X« :- 



— ellipse rcelle. 

— ellipse imaginaire. 
ellipse evanouissante. 
deux droites imaginaires. 

hyperbole. 

deux droites se coupant. 

parabole. 

deuxdroitesparallelesreelles. 
deux droites paralleles ima- 
ginaires. 
deux droites confondues. 



±i± Forme X* + Y^ zz: K^. — On trace les droites X = 0, 

Y := 0; la courbe est 
tout entiere com- 

-3^ prise dans le paralle- 
logram me X =r di K, 

Y ::::. dr K ; ellc cst 
tangente a X == zh K 
a sa rencontre avec 

Y =3 0, etaY^diK 
a sa rencontre avec 
X := ; les points de 
la courbe sont, par 

groupes de quatre, situes aux sommets du parallelogramme 
ayant pour equations 

X = ± >, Y ^ ± \/K^^^. 

La forme de la courbe est celle de la figure ci-dessus 
^lle s'appelle ellipse. 




X=-K 
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Y=o 



213. Forme X* -- Y^ = K^. _ Ici, il n'y a pas de points 

du lieu entre les droites 
X == zb K ; la courbe est 
tangente a ces droites a 
IcurrencontreavecY^O; 
les points des branches 
infinies se rapprocheut 
indefiniment des droites 
ayant pour equation 

X^ -Y^ -^ 0, 

forniant avec X = 0, 
Y ^ 0, un faisceau har- 
monique. 

La courbe s'appelle une hyperbole, et les droites X* — Y* — 
sont ses asymptotes. 

214. FormeX^ = Y. — La courbe est tout entiere situee 

dans la region positive de 
la droite Y = 0; ses points 
sont a Tinterseclion des 

droites Y ^^ X, X = ± y/X ; 
et les rayons vecteurs tels 





X-^' que CM tendent a coincider 
avec X = quand le point 
M s'eloigne de plus en plus 
sur la courbe. X = est 
un axe de symetrie oblique ; 
Y = est tangente eu a 

la courbe ; celle-ci presente la forme de la figure ; on I'appelle 

parabolc, 

215. L'equation xy + Ix + m\j -h p = est de la forme H. 

(x 4- m){y -^ I) + p — Im = Q, 
X.Y= ± K«. 
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systI:mes de deux droites 



216. Inequation du second degr6 du n® 210 represente un 
systeme de droites qaand son discriminant (18) est nul. 



^ :^ 



^0. 



ru .u .„ 

I x-^ I xy I xs 

/It rii rit 

yx I y- fyz 

I zx I zy I i^ 

Le discriminant developpe est 

A ^ AGF -I- 2BDE - AE* - CD> - FB^ 



A B D 
B G E 
D E F 



§ 2. — Resolution par rapport & y. 

217. On resout Teqiiation generale par rapport ay; il 
vient 

Bt -4- E \ 

y^ -f— :^i - v/(B^ - M:)x^ + 2(BE - CD)x + E* - CF. 



y = 



G C 

Bcc + E 



G 



est un diaraetre. 



Si 8^ = B* — AG > 0, la courbe a des points reels a 
rinfini : c'est une hyperbole. 

Si 8i = B* — AG < 0, la courbe n'a pas de points reels 
a rinfini : c'est une ellipse. 

Si 8i — B* — AG = 0, la courbe est une parabole : Ten- 
semble des termes du plus haut degre est carre parfait. 



§ 3. — Discussion d'un systeme de coniques. — R^sum^. 



8 := AG - B« > 0. Ellipse : 

'-'<' ,.( B = ^ , 
Sm 4 rx A ' cercle. 
A — G = 0, 



218. 

reelle si 

evanouissante si A =::^ 

imaginaire si AA > 

219. 8 < Hyperbole 

effective si A t^ 0. Si Ah- G = 0, hyperbole equilatere. 



220. 

effective si 



8 = 
A 7^0. 



Parabole 
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«21. A = Droites: 

imaginaires si 8 > 
reellessecoupant si B < 

( reelles, distinctes si AF— D2<0 
paralleles si 8 == ] conf endues si AF— D*=0 

(imaginaires si AF— D2>0 

§ 4. — Reduction de T^quation du second degr^. 

«oit F{x, y) — A£c2 + 2Bxt/ + Ci/2 + 2Da? + 2Et/ + F = 0. 

222. [Jne translation p ~ ^ "^ ^ 

(y =^y +6 

permet, par une determination convenable de a et 6, de faire 
.disparaitre les termos du premier degre. 

^ ,^ I ^ ' ( F; == Aa + B6 + D = 0, 

(a, o) sunt donnes par i , _ 

^ ' ^ ^ ( F; = Ba + C6 + E = 0. 

Apres cette translation, la courbe est rapportee a son 
centre. 

La nouvelle equation s'ecrit 

A 
Aa;' + 2Bxt/ + Cy* + ir == 0. 

8 -- AG - B«, 

A :-r ACF 4- 2BDE - AE« - CD» - FB^ 

223. Une rotation des axes autour de la nouvelle origine 
permet de faire disparaitre le rectaogle. Les formules de 
transformation ^taut : 

X ~ X cos a — t/' sin a, 
y = x' sin a + y' cos a. 

Tangle a est determine par la relation 

2B 

224. Les coefficients de la nouvelle equation 

AV + CY» + ^ = 
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Hvtii doones par 

A' - A cos' a H- 2B sin a cos a -h C sin* a, 
C = A siu* a — 2B sin a cos a H- C cos* a. 

On coDclut: 

*//«/ A/1 TJi { d^jiiobtenu par la methodedes invariants. 
A {j ' Al^ — iS^ ) 

A\ C soiit lea racines de I'equatiou (A — s)(C — a) — B* = 0. 

2i8. Caif de la parabole (o AC — B* ~ 0). — Une rota- 
tion dos axes rainbne T^quation h la forme 

j/« 4- 'lUx -h 2E'i/ 4- F -- 0, 
cur Tun don carr^s est uul; uDe translation 

I/' // 4- E' 



ii' 



' ', dans (y -h E')» + 2D'(a; -i- H) :- 



doniuj //* -h 2/ya?' = 0. 



CIIAPITRE II 



CEiMUE 






226. DEFINITION. — On appelle centre, dans une courbe du 
second ordre, uri point tel que toute droite qui y passe et 
qui est limitee k la courbe, a son milieu en ce point. 

I 

§ 1. — Equations du centre. j 

227. Soit 

F(a;, y) ■. kx^ + 2Ba?y + C«/* 4- 2Dx + 2Ej/ + F ^ 

Teijuatiou do la courbe. Le centre est a I'intersection des 
droites ayanl pour equations 

F;^ : Acc + B// 4 D --^ 0, 
Fy - ^x 4- Ci/ 4- E ---. 0. 



i 
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Ellipse, hyperbole : centre unique k dis- 
tance finie. 
228. Discussion. ( Parabole : centre ^ Tinfini. 

Systeme de deux droites parallfeles ; une 
infinite de centres en ligne droite. 

§ 2. — Lieux de centres. 

229. Quand une equation de coniques renfenne un para- 
metre variable, on obtient le lieu des centres de ces coniques 
en eliminant le paramMre variable entre les equations 

f; - 0, 
f; - 0. 

230. On distinguera sur le lieu obtenu, les centres d' el- 
lipses des centi'es d'hyperboles en exprimant les coordonnees 
du centre d'une conique quelconque du faisceau, en fonction 
du paramelre variable : 

X y _ ^ 

BE - CD "^ BD -- AE "" AC - B* * 

Les centres d'hyperboles soi^t donnes par les valours du 
parametre salisfaisaut a 8 -- AC — B* < 0. 

Les centres d'ellipses sont donnes par les valours du para- 
metre satisfaisant i 8 > U. 



CHAPITRE 111 



DIAMETRES ET CORDES SUPPLEMENTAIRES 



§ 1. — Diam^tres. 

231. Definition. — On appelle diametre datns une courbe du 
second ordre le lieu des milieux des cordes paralleles a une 
direction donn^e. 

232. (a , b) etant les coordonnees du point directeur; 
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F{a;, y) = requation de la conique, le diametre correspon- 
dant a pour equation 

aF; -h 6f; -= 

ou, en fonction du coefficient angulaire m des cordes, 

F; 4- mFy = 0. 

Les diametres passent au centre de la conique, Dans la 
parabole, ils sont paralleles et ont pour direction commune 

A B 

m=— :^ ou m = — —- 

233. Relation entre le coefficient angulaire des cordes et 
celui du diamfetre correspondant : 

Cmm' + B(»i -f- m') + A — 0. 

Cette relation est s^^metrique, d'oii le nom de diametres 
conjugues donne aux cordes et au diamfetre correspondant. 

Ellipse : -r + r^ — 1 = ; mm' = 

Hyperbole : ~-r — jz 1 = 0; mm' = 



234. Un diamfetre quelconque est parallele k la tangente a 
la conique au point de rencontre de cette courbe avec le dia- 
metre conjugue du diamfetre considere. 

238. On d6finit le milieu de la portion d'unq droite limitee 
a une conique par Tintersection de cette droite avec le diametre 
conjugue de sa direction. Ce point milieu est toujours reel. 

236. Le diametre conjugue d'une direction asymptotiquo 
est Tasymptote correspondant a cette direction. 

§ 2. — Cordes suppl^mentaires. 

237. DEFINITION. — On appelle cordes supplementaires les 
droites joignant un point d*une conique aux extr^miUs d^un 
m6m€ diamelre. 
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238. Elles sont paralleles a un sjsteme de diametres con- 

jugues. Leurs coefficients angulaires sont done li^s par la 

relation 

Gmm' -h B(m + m') -h A = 0. 
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AXES, SOMMETS 

§1. — Axes. 

239. DAfjnition. — On appelle axes dans les courbes du 
second ordre les diametres conjuguis rectanguJaires. 

210. Les coefficients angulaires des axes sont les racines de 

Tequation 

(^ — A 

241. L'equation du systeme des axes s'ecrit, en posant 

|f;:=x, 1f; = y: 

B(X« - Y») + (G - A) XY = 0. 

242. Si les axes font Tangle 6, cette equation est 

(B - e cos b)X} 4- (0 - A)XY + (A cos e - B)Y« --= 0. 

243. L'equation 

B(X^ - Y^) + (G - A)XY = 

se decompose en facteurs rationnels si 

(G - A)« 
B* 4- ^ — r— ^ 
4 

est carre parfait. 

244. Cas de la parabole. — Uequation de Taxe est 

af; -f- bf; = o. 
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245. Si Tequation de la parabole est ecrite sous la forme 

[y — axY -hmx-hny -h p =0, 
on obtient Taxe en ecrivant 

iy-ax-h ly H- ^(x, y) ^ 

et en determinant X de faQon que la tangenle correspondant 
au diametre y — era? -h X = et dont T^quation est 
(p(.T, y) = 0, soit perpendiculaire a ce diametre. 

246. Deux coniques ont m^mes directions d*axes si 

G - A _ C^ ~ A^ 

Dans ce cas, il passe un cercle par leurs quatre points 
communs. 

Consequence: Toutes les coniques passant par les points 
communs a une coniquc et a un cercle ont m^mes directions 
d'axes. 

247. L'6quation qui donne les carres des demi-axes d'une 
conique rapportee h des axes faisant entre eux Tangle 6 est 

r« -h -(A -}- C - aBcosO) r - — sin« 6 =^ 0. 

§ 2. — Soxnxnets. 

248. D^FixiTiON. — Les sommets sent les points de rencontre 
de la courbe et de ses axes de sy metric. 

249. Les sommets sent definis par 

F(x% y) = 0, equation de la conique, 
B(X* - Y*) >h (G — A)XY = 0, equation du systeme des axes. 

250. Dans un faisceau de coniques on obtient le lieu de 
leurs sommels en eliminant le parametre variable que renferme 
Tequation entre les equations du n® 249. 

251. On pent dans certains cas distinguer sur le lieu obtenu 
les sommets d'ellipses des sommets d'hyperboles et de pa- 
raboles. 
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252. Quand on peut decomposer requation du systeme des 
axes en facteurs du premier degre dont les coefficients soient 
fonctions rationnelles du paramfetre, on peut decomposer le 
lieu des sommets (243). 

253. S*il existe des cercles dans le faisceau, ces cercles 
font partie du lieu des sommets. On devra les chercher di- 
rectement dans Teq nation gene rale. 

254. On. exprime facilement qu'un point est sommet en 
ecrivant que la normale en ce point passe au centre de la 
courbe. 

Cette methode n'exige pas que Ton connaisse Tequalion 
des axes. 

255. L'equation g^nerale des coniques rapportees a un 
sommet, a Taxe correspondant et k la tangente en ce point 
est 



CHAPITRE V 

TANGEiNTES, NORMALES 

§ 1. — Tangentes (100). 

i. L'equation quadratique du faisceau des tangentes 
menees par un point (a, p) a une conique ayant pour equa- 
tion f{Xy y) = 0, est 

V(.a?, y, ^) A^, h r) - (^/i -^ f/;; + t/'O^ -d, 

dans laquelle on fait finalement -^ = z = \, 

257. L'equation tmgentieile de la conique ayant pour 
equation 

/•(CD, y) = Aaj* + 2Bxy ■+- Gy^ + 2Da; + 2Et/ + F =:: 0, 

relative k la tangente mobile ux -h vy -\- w = 0, 
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est 



k B D u 

B G E r 

D E F «; 

u V tv 



- 0, 



\. Si Ton fait tv = i, on obtient Tequation tangentielle 
relative a la droite mx -h vj/ -h 1 = ; cette Equation, deve- 
loppee, s'ecrit 

au* + ibuv -h cv* 4- 2dw 4- 2(?t; + /" = 0, 

les coefficients a, b ... f etant donnes par les formules mne- 
moniqucs 

a = ^\; 26 = Ab; ... f = ^f- 

A = AGF -h 2BDE - AE« - GD« - FB« est le discrimi- 
nant de la fonction f(Xy y) du n® 2S7. 

2o9. Uequation tangentielle generale des coniques ayant 
leur centre a Torigine est 

aw* -h ibm -\- cv^ + f =. Q, 

§ 2. — Normales (128). 

260. Les pieds des normales menees par le point P (a, f) a 
une conique G ayant pour equation f{x, y) ~ ^ sont situea 
a I'intersection de cette conique et de la courbe auxiliaire H 
dont I'equation est 

X* — a ?/ — P 
— w- - —f^' 

IX I y 

261 . Cette courbe H est une hyperbole 6quilatfere qui passe 

« 

au point P, au centre de la conique G et dont les asymptotes 
sont paralleles aux axes de la conique G. 

262. Le lieu des pieds des normales menees d'un point 
fixe (a, p) a des coniques mobiles s' obtient en eliminant le 
parametre variable que renferme leur equation entre cette 
equation et celle de Thyperbole H (260). 
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CHAPITRE VI 

POLAIRE 

§ 1. — Pdle, polaire. 

263. Dans les coniques, la polaire principale et Yaxe har- 
monique (195 — 199) coincident; on a en effet, dans les equa- 
tions du second degre seulement, 

264. La polaire est done une droite. Soit P(a, p) le pole. 
L'equation de la polaire de ce point est 

«/■* + Pf'y + y/"l - 0. 

265. EUe passe aux points de contact des tangentes menees 
de P(a, p) a la conique ayant pour equation /(a*, y) = 0. 

266. EUe ne passe pas au centre de la conique en general. 
Exceptions : 1° Quand la conique est un systeme de deux 

droites, quel que soit le point P, sa polaire passe au centre. 

2** Quand la conique est effective et que le point va a 

Tinfini. Soit m la direction dans laquelle il se trouve : la 

polaire devicnt 

fx-^mfy = 0; 

c'est le diametre conjugue de la direction m. 

267. Quand le point (a, p) est sur la courbe, la polaire 
devient la tangente en ce point. 

268. Toute droite Ax -h By + G = est la polaire d*un 
point de coordonnees (a, p) definies par les equations 

A B C' 

269. Si la coDiquc est variable ou la droito mobile, on 
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obtient le lieu du pdle en 61iminaiit le parametre variable 
entre Ics deux Equations 

A B " G ' 

270. Si un point se meut en ligne droite, sa polairo passe 
par un point fixe qui est le pdlo de la droite fixe par rapport 
a la conique. 

271. Si une droite tournc autour d'un point fixe, son p61e 
se d^place sur la polairo du point fixe. 

DEFINITIONS. — On appelle points conjugues par rapport a 
une conique, deux points tels que la polaire de chacun de ces 
points passe par Tautre. 

On appelle droites conjuguees deux droites telles que le pdle 
de chacune de ces droites se trouve sur Tautre. 

Soient P un point du plan ; D, D' deux droites conjuguees 
se coupanten ce point : elles forment avec les tangentes T, T 
issues du point P, un faisceau hnrmonique. 

^'§ 2. — Polaires rdciproques. 

*272. DEFINITIONS. — Soient C une conique donn6e; F une 
figure situee dans son plan et ayant des points P et des 
droites D. Si a chaque point P on fait correspondre sa polaire 
8 par rapport a la conique G, et a chaque droite D, son 
p6]e TT, la ligure cp, composee des points -k et des droites 8, 
redonnera, en repetant la construction indiquee, la figure F. 

Pour cette raison les figures F et 9 sont diles polaires 
riciproques Tune de Vautrc. 

G s'appelle la conique directrice. 

*273. La polaire reciproque d'une conique est une autre 
conique. 

*274. Soient G la conique directrice, son centre; S la 
conique donnee, d sa polaire reciproque. 
G est une conique a centre. 
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Si est exterieur a S, d est une hyperbole. 

— interieur a S, cr est une ellipse. 

— sur S, a est une parabole. 

*275. C est une parabok. 

Si Ton peut mener a S une tangente parallele a Taxe de C, 
(7 est une hyperbole. 

*276. G et S sont deux paraboles. 

Si leurs axes ne sont pas paralleles, d est une hyperbole. 

S'ils sont paralleles, a est une parabole. 

*277. Soient F(cc, y^ z) = Tequation rendue homogene de 
la directrice C ; 

f(x, y) = .Aa;* + 2Ba?j/ 4- Gy^ + 2D;r 4- 2Ey 4- F = 

celle de S. 

L'equation de d est 

A B D f: 



B c E f: 



y 



D E F Fi 

f; f; f: o 



= 0. 



CHAPITRE VII 



FOYERS 



§ 1. — G^n^ralit^s. 

278. DEFINITION. — Les/byersdanslescourbesdu second ordre 
sont des points tels qiie la distance d'un point quelconque de 
la courbe a Tun d'eux est une fonction rationnelle et lineaire 
des coordonnees du point. 

279. Un foyer ayantpour coordonnees (a, p), onpeutmettre 
I'equatiop de la conique sous la forme 

{x — a)* -h fy — p)* -— (te + mt/ -h p)'. 
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280. En ecrivant 

on voit que la distance du point mobile {x, y) de la conique 
au foyer (a, p), est dans un rapport constant avec la distance 
de ce m6me point (x, y) a une droite, Ix -hmy -hp = 0, qui 
s'appelle directrice. Le rapport constant s'appelle excentricile. 

281. Soit e Texcentricite. 

Si g<l, la conique est une ellipse. 
Si e > 1, la conique est une hyperbole. 
Si 6 = 1, la conique est une parabole. 

282. L'equation (x - a)« + (y - p)' - {Ix -h my -h pY = 

montre que la conique est bitangente a un cercle de rayon 

nul, 

(aj-a)«+(t/-0)«-O, 

ayant son centre au foyer, aux points de rencontre de ce 
cercle avec la droite ayant pour equation 

Ix -hmy-hp = 0; 
c'est la directrice. 

283. Pliicker a donne, en partant de cette remarque, la 
definition suivante des foyers : ce sont les points par lesquels 
on pent mener a la courbe des tangentes isotropes. 

284. La directrice est la polaire du foyer. 

§ 2. — Recherche des foyers. 

288. Soit cp(ic, y) ■= Tequation d'une conique: Tequation 

du faisceau des langentes menees du point (a, p) a cette 

conique est 

4(p(a, p) <f{x, y) - (ar(?l + i/cp'^ + z:^^Y = 0. 

Le point (a, p) est un foyer si Ton a 

4B.<p(a, p) - ^'„.(pp =: 0, 



r 
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286. II y a done quatre foyers. La seconde equation peut 
s'ecrire sous la forme 

B(?'.» - *?) 4- (G - A)?;.?; = 0, 

qui indique que les foyers sent sur les axes. 

287. On peut employer Tequation tangentielle /*(u, v) = 
de la conique donnee. Les coefficients angulaires des tangentes 
issues d'un point (a, fj sent fournis par Tequation 

(o« -h 2rfa + /"a») ji.« - 2(6 -+- dp -h ca -h fap}/. -f- (c 4- Sep -+- ff^*) -^ . 

Les foyers sent done definis par Tintersection des hyper- 
boles equilateres 

/a^ - ea - dp -h 6 = 0, 

/•(a* - p») - 2da 4- 2ep -f- a - c = 0. 

288. Dans la parabole, f= KG — B* = 0; les hyperboles 
equilateres deviennent les droites 

e% -h dp — b = 0, 

Ja — eS ^— :^ 0. 

^ 2 

289. Une conique representee par I'equation generale du 
second degre a un foyer k Torigine si Ton a simultan^ment 

6 = DE - BF =:. 0, 

a - c = (GF - E*) - (AF - D«) =^ 0. 

290. L'equation tangentielle generale des coniques ayant 
un foyer a I'origine presente les caracteres analytiques de 
Tequation du cercle en coordonnees rectangulaires 

6 r.^ 0, a - c -= 0. 

Cetle equation est done 

w* -h v* 4- 2dtt + 2et; -h /■ -^ 0. 



§ 3. — Lieuz de foyers. 

291. On obtient le lieu des foyers d'un faisceau de coniques 
<lonnees en 61iminant le parametre variable entre les equa- 
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tions des hyperboles definissant ces points : 

B[?:*-?'/]+{c-A)y:.<p;=o. 

29i. Si Ton peut decomposer rationnellement requation du 
sjsteme des axes (n^ 2i3), on pourra par cela m6me s6parer 
les foyers se trouvanfc sur Fun ou sur Tautre de ces o^xes. 

293. Si Ton a forme Tequation tangentielle du faisceau 
de coniques mobiles, on emploiera pour definir les foyers, 
les equations 

/"af. - ea - d,8 H- 6 r=3 0, 

/•(a* - ^«) - !2da + 2ep H- a - c = 0. 

294. Dans la parabole, le foyer est defini par les droites 
ayant pour equations (297) 

dp 4- ea — 6 = 0, 

c — a 
da- epH ^- = 0. 



CHAPITRE VIII 



TUEOREMES GEXERAUX 

§ 1. — Th^or^me de Pascal. 

29o. Si un hexagone est inscrit dans une conique ; qu'on 
numerote les c6tes consecutifs 1, 2, 3, 4, 5, 6, les points de 
rencontre des droites associees (1 et 4), (2 et S), (3 et 6) sont 
des points en ligne droite. 

296. Gette propriete, independante de la longueur des c6t6s 
de riiexagone, persiste quand quelques-uns de ses c6tes 
deviennent tangents a la conique. 

297. Les tangentes aux sommets d'un triangle inscrit dans 
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une conique renconlrent les cdtes opposes eu trois points 
situes en ligne droite. 

*§ 2. — Thtor^ma de Brianchon. 

' *298. Si un hexagone est circonscrit a une coniquo; qu'on 
numerote les sommets consecutifs 1, 2, 3, 4, 5, 6, les droites 
(1, 4), (2, 5), (3, ^) cpocourent au m^me point. 

*299. Si im triangle est circonscrit k une conique; les 
droites qui j<M|^6nt les points de contact aux sommets opposes 
passant par uxi m^me point. 

'>'§ 3. — Th^or^me de D^sargues. 

*300. Les coniques passant par quatre points fixes determi- 
nant sur une secante quelconque, un segment qui se deplace 
en involution. 

*301. Si unquadrilatere est inscrit dans une conique; qu'on 
coupe le systeme ainsi forme par une secante quelconque, les 
trois segments obtenus sont eu involution. 

'^§ 4. — Th^or^me de Gamot. 

*302. Les points ou une conique coupe les trois c6tes d'un 
triangle determinent douze segments lels que le produit de 
six d'entre eux, comptes dans un m^me sens a partir des 
sommets, est egal au produit des six autres, comptes en sens 
inverse. 

''§ 5. — Theordme de Cbasles. 

*303. Si Ton joint quatre points fixes d'une conique h un 
cinquieme point quelconque de cette conique, le rapport 
anharmonique du faisceau des quatre droites ainsi menees 
est constant. 
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§ 6. — Th^or^mes de Dandelin. 

304. Toute section plane d'un c6ne de revolution est une 
conique. 

305. Les points de contact des spheres inscrites au c6ne 
et tangentes au plan secant sent les foyers de la conique ; 
les directrices correspondantes sent les intersections du 
plan secant et des plans de contact des spheres et du c6ne. 



PLACBR UNE CONIQUE DONN^E SUR UN CdNE B0NN£ 

Soient 2a la longueur de Taxe focal ; 2c la distance des 
foyers. 

306. Ellipse. — On donne 2a, 2c, 6 demi-angle du cdne. 

IT 

On fait ep A un angle -^ — ^ ; on 

porte AB = 2c ; du point B comrae 
centre, avec 2a comme rayon, on 
decrit un cercle qui coupe en C la 
droite AG ; par le milieu de BG, 
on meile une perpendiculaire a AC ; 
c'est Taxe du e6ne. S, point de 
rencontre avec AB, est le sommet. 
Ge probleme est toujours possible. 

307. Hyperbole. — On donne 2a, 2c, 6 ; au point A on fait 

avec une droite AY, un angle - — 6 ; 

on porte AB = 2c. De B comme centre, 
on decrit un cercle de rayon 2a, qui 
coupe en general AY en un point C. 
La perpendiculaire a GA en son mi- 
lieu donne Taxe du c6ne. Pour que le 
probleme soit possible, il faut que 

a^ c cos e ou 9 < 0, 

€n appelant 9 Tangle des asymptotes de Thyperbolc. 
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•308. Parahole. — On donne p, parametre de la parabole, et 

e. On porte AB =r |; en A on fait un 

angle zkG = 20 ; on porte AG = - ; 

la rencontre des perpendiculaires 
a AB et AG donne un point de Taxe. 
Le sommet du cdne est a Tinter- 
section de AB avec la parallele Ji la 
bissectrice de Tangle ;5AG. 
Probleme toujours possible. 

309. Equation de la section dans son plan. 

Les axes de coordonnees sont 

Taxe de la courbe et la tangente 
au sommet A. 

y^ = 2rf8ina(g0.a; 
sin (X sin(20 + a)ic» 
cos«6 

Ellipse si a < 7c — 20. 
Hyperbole si a > tt — :26. 
Parabole si a == tc — 20. 

310. Le parametre varie pour un m^me cdne avec d sin a. 
Done tons les plans equidistants du sommet donnent des 
coniques ayant m^me parametre* 




*§ 7. — Homothetie. 

*311. DEFINITION. — Soient M un point du plan, S un 
point fixe. Si Ton tire MS; qu'on prenne sur cette droite un 

SM 

point M' tel que ^^ = fc, le point M' est dit homotUtique du 

point M. 

Si le point M decrit une courbe G, la courbe G' decrite par 
le point M' est dite homothetique de la courbe G. 

5 
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*312. Soient F(x, y) = Tequation d'une courbe G; (a, p) les 
coordonuees du centre d'homothetie; k le rapport constant. 
L'equation de la courbe C homoth6tique de C est 

F[a(l - k) + ky, p(l - *) -+- ky] - 0. 

*313. Deux coniques represenlees par les equations 

Ax« -h iBxy -f- Cy* -»- • • :^ 0, 
A'ac* -r 2B'jy -h Gy* -i • -^0 

sont homoth^tiques si Ton a 

ABC 
A' "" B' ~ C ^ 

c'est-Ji-diro si olles ont mdmes directions asymptotiques. 

*3i4. Cotio homothelie algebrique ne donne des 616ments 
giom^triques reels que si les coniques sont : 

Deux ellipses reelles, ou deux hyperboles ayant leurs axes 
transverses parallfeles, ou deux paraboles ayant leurs axes 
paralleles. 

«§ 8. ~ SixniUtude. 

*318. DEFINITION. — Une courbe C est dite semblable h une 
courbe C quand ellc est 6gale ii Tune dos courbes homothe- 
tiques de C. 

^316. Deux paraboles quelconques sont semblables. 

*3n. Deux coniques ii centre sont semblables si leurs axes 
sont proportionnels. 

*318. Deux coniques k centre sont semblables si Ton a 

A -h G - 2B cos e A' + C^ - 2B^ cos 
AG-B* "' A'G'~B'« 

est rang:le des axes. 
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CHAPITRE IX 



*IOTERSECT10N DE DEUX CONIQUES 



*319. Soient U = 0, V = les equations de deux coniques 
donnees. U H- XV = est requation g6n6rale des coniques 
qui passent par les points communs k ces deux eoniques. 

*320. En particulier, les secantes communes ^ ces deux 
coaiques sont representees par Tequation 

U + XV r- 0, 

si X est une des racines de T^quation 

A(X) = 0, 

obtenue en egalant a zero le discriminant de la fonctiou 
(U-hXV). 

*32i. Suivant les valours des racines de cette equation 
A(X) = 0, les points communs aux deux coniques sont reels 
ou imaginaires, distinets ou confondus. 

*322. Le tableau suivant resume la discussion. 

Nous appelons ; 
^i> K, Xj, les racines de Tequation A(X) = 0; 
5(X) la caracUristiqae de la conique U n- XV — 0. 

Soit X une racine quelconque de A(X) = 0. 

Si 8(X) < 0, les droites U -h XV = sont reelles et distinctes. 

Si 8(X) > 0, ces droites sont imaginaires. 
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L'EQUATIONi(X} = 0A: 

Troia raBines reelles 
et dialincles, i„ X,, X, 

Uno aeule racine 
reelle, )., 

Une racine aimple, i, 


SIGNES 
dela 


NOUBBE ET POSITION 


sp,) -^ 

8(« < 

sw < 

!(>,) < 
!(),! > 
!(»,) > 

!p.,) < 

«(>,) < 

8(1.) < 


Qualre points reels 
dislincts. 

Quatre points 
itnaginaires dislincts. 

Deux points reels 

distincts. 
Deux points imagi- 
naires conjugues. 

Un point de contact 

etdeux autres points 

r^els et distincts. 

Un point de contact 
et deux points 
imaginaires. 
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DETERMmATION DES COURSES DU SECOND ORDRE 

§ 1. Gto^raliUs. 

323. Cinq conditions determinent une courbe du second 
ordre. 

Ex. : cinq points. 

On a cinq equations de la forme 

Aa?? + aBrciyi + Cy? + ^Bx^ + 2Ei/i + F = 0, 

324. Quand on donne des coniques d6finies par certaines 
conditioLs, on pent, pour en trouver T^quation generale, 
operer de deux manieres : 

1® Prendre Tequation la plus generale des coniques et expri- 
mer successivement les conditions imposees au moyen des 
calculs indiques plus bas ; 

2^ Prendre une Equation generale des coniques remplissant 
la condition la plus compliquee de Tenonce et assujettir les 
paramelres qui restent aux autres conditions. 

325. Un element simple n'est pas determine quand la co- 
nique est donn^e; il 6quivaut k une condition. 

326. Un element double est determine quand la conique est 
donnee; il equivaut k deux conditions. 

327. Donner un centre (a, p) 6quivaut k deux conditions : 
On le prend en general comme origine. 

328. Donner une tangente : une condition. 

L'^quation aux abcisses ou aux ordonnees des points com- 
muns doit avoir une racine double. 



1 
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3^. Donner uiie tangente et le point de contact {a, p) : 

K 
deux conditions : i" F(a, p) — 0, 'Sfm = — —f 

330. Conner une asymptote : devx condilions. 

L'^qDstion aux abcisses ou aux ordonnees des points com— 
mitns h la conique et & la droite doit avoir ees deux racines 
infinies. 

)31. Donner un sjsteme de diam^tres conjugu^s : trots 

idilion^. 

ii ou les prend comme axes, I'^quation est 

Xx* + [xy» + V — ; 
este deux para metres. 
t3S. Donner la nature de la couique : 
PAnABOLE, une condilion: S — AC — B* = 0. 
EIvpEHBOLE iQuiLAT^RE, utie Condition ; A + C — 0. 
IIercle, deuce, conditions ■ B — 0, A — C — 0. 

)33. Donner un foyer: deux conditions. 

Sn le prenant comme origiue, 1' equation est 

■r' + y» — s^{x cos ? + j; sin y — d)', 
1 ne renferme que trois parametros. e est I'excentricite. 

g 2. — fiqaations gtodraleB. 

iSi. :^quation g^n^rale des paraboles : 

{y — Jai)' + 2[jur + 2vj + it = 0. 
(35. Equation g^n^rale des hyperboles 6quilatbrcs : 
X{x' - yy + 2.uafj + 2va;-i- 2ity + e ^ 0. 

136. ^Equation g^nerale des coniques passant & I'intereec- 
a de U ::^ avec V = : 

J] + \V = 0. 

137. Equation g^u^rale des coniques tangentes li U =: 
ies rencontres avec D = : 

U + XD' = 0. 
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338. Equation g6nerale des coniques ayant un foyer donne 

{x - a)» -h (y- py --^- (te -+- my -+- p)*. 

339. Equation g^nerale des coniques ayant un sommet a 
Torigine et tangentes a Ot/ : 

t/* = 2pa; -h qx*, 

340. Equalion g6nirale des coniques 
\/' yp ayant pour axes des droites donnees 

dans le plan 

AB X cos oi -\- y sin a — c? — 0, 
CD xsinoL — y cos a — rf' = 0. 

r Ellipses: 

{x cos a H- ^ sin a — df (x sin 7 — y cos a — d')* 

12 + -t ^=^' 

k 

2^ Hyperboles : 

(x cos a -h J/ sin a — d)* (j? sin a — y cos a — d') 




a« 



*-l-0. 



3® Paraboles ayant AB com me axe, CD comme tangente au 
sommet : 

{x cos a -f- y sin a — d)' — 2 A (x sin a — t/ cos a — d') — 0. 



^ ^io&ntna. wiaj^z 
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CHAPITRE PREMIER 



ELUPSE 



§ 1. — Generalites. 

3H. L'equatioD de Tellipse rapportee a son centre el a ses 
axes est 

a demi>axe suivant Ox, genera!ement le grand axe. 
b demi-axe suivant O^. 

342. L'ellipse est la projection orlhogonale d'un cercle 
y j ayant pour rayon le demi-grand axe 

et dont le plan fait avec celui de 
Fellipse un angle tel que 

^ b 
cos 6 = - . 

a 

u A T •» Qj^ deduit de la la construction 

suivante de Tellipse par points et par tangentes : on decrit 
un cercle de rayon a et un cercle concentrique de rayon 6; 
on mene un rayon quelconque OR. Par le point Q, on mene 
une parallele a 0^; par le point P, une parallele a Ox; 
M, rencontre de ces paralleles, est un point de I'ellipse. On 
mene la tangente en Q : elle rencontre Ox en T; on tire TM ; 
c'est la tangente en M. 
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343, L'ellipse est le lieu decrit par un point marqu6 sur 

un segment de longueur fixe, glissant 
dans un angle droit. 
SoientOo;, Oy Tangle droit; 

AB, le segment de longueur fixe ; 
M, le point marque. 
Si Ton acheve le rectangle OABG, on 
■^ ^ demontre les proprietes suivantes : 

CM est la normale en M ; 

MT, perpendiculaire a CM, la langente en ce point; 
OM, CM sont les longueurs d'un sjsteme de diametres 
conjugues dont OM et MT donnent les directions. 

341. Dans Tellipse, les carres des ordonnees perpendicu- 
1 aires a Tun des axes sont entre eux commo les produits 
des segments determines sur cet axe. 

343. Les coordonnees des extr6mites M et M' d'an systeme 
de diametres conjugues sont donnees par les formules 



M 



M' 



a? = — a sm 9, 
y' = b cos 9. 



X =^ a cos 9, 
y = b sincp, 

L'angle <p s'appelle Tanomalie excentrique. 

346. Ces formules permettent d'etablir les theoremes d'Apol- 
ionius, qui s'expriment par les 6galites 

a* -f- 6* = a'« -I- 6'« , ab = a'b' sin 6, ^ 

1 

6 etant Tangle des diametres conjugues dont les ^ longueurs 

sont a', b\ a, b sont les demi-axes de Tellipse. 



§ 2. — Tangentes. 

347. X, Y etant les coordonnees courantes; a?, j/, celles 

d'un point quclconque de Tellipse, Tequation de la tangente en 

ce point s'6crit 

Xx Jy 

a« "^ b"- 



-1=0. 



348. En employant les formules x^ a cos 9, y^b sin ©, 



7^ GEOMETRIE PLANE 

pour d^finir le point de contact, cette equation devient 

X cos 9 Y sin © . ^ 

a ' h 

3i9. La droite ayant pour equation wo; -h vy — 1 = reste 
tongonto 81 Tellipse ayant pour equation 

^^ V* - ^ 
Hi Ton 6tablit entre u et v la relation 

C'est r^quation tangentielle de Tellipse. 

f380. L'6quation de la tangente a Tellipse en fonction du 
coodlriont angulaire est 

'181. L'dquation aux coefficients angulaires des tangentes 
inoiu'jos par un point (a, j3) ^ Tellipse est 

J)fj2. L'6quation de la polaire du point (a, p) est 

^ + ^-1 = 0. 

353. L'6quation quadratique du faisceau des tangentes 
mon6o8 par lo point (a, p) est 

:m: -')(■: 4:- ')-(f- 1- ')■=«• 

§ 3. — Normales. 

334. X,Y 6tant les coordonn^es courantes; x, y celles d'un 
point do rollipse, I'^qilation de la normale en ce point est 

(a* — 6*) — 0. 

^ y 

En faisanto; = a cos 9, t/ = 6 sin «p et en posant a* — 6* — c*, 
cette Equation devient 

cos 9 sincp 
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353. La droite ayant pour equation ux + vy — i = reste 



normale Ji Tellipse 



X' 



a' 



6« 



— 1=0 si Ton a 



c*w«y* — 6»w« — a«i;« = 0. 



336. L'equation de la normale k Tellipse en fonction du 
coefficient angulaire est 

y = mx ±. — ^^ ^ - • 

357. Uhyperbole des pieds des normales issues d'un point 
(a, p) a Tellipse est 

d^xy + 6*pcc — a*ay = 0. 

Les quatre normales sont reelles si Ton a 

deuo: seulement sont reelles si Ton a 

(a»a« + 6«p» - c*)3 + 27c*a«^>«a»p* > ; 

enfin deux sont reelles et distinctes, les deux autres confon- 
dues, si Ton a 

(a«a» + 6«p« - c*)» -h 27c*a«6*a«p» = 0. 



358. 



Le lieu g^ometrique repr^sent^ par cette equation 

s'appelle la diveloppie de 
Tellipse. 

Les points de rebrousse- 
ment sur Ox sont toujours 
a rint6rieur de Tellipso. 

Les points sur Ot/ sont 
tant6t a rint6,rieur, tant6t 
a Text^rieur de la courbe. 



359. L'equation aux coef- 
ficients angulaires des nor- 
males a Tellipse issues d*un point (a, p) est 

c*m« - (a* H- 6*m>)(ma - .e)« = 0. 
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§ 4. — Diam^tres conjugnte. 

3^30. Le8 coefficients angulaires de deux diametres conju— 

gues de Tellipse ayant pour equatiou -^^ -^ jz — i = 0, satis- 

font h la relation 

b* 

mm H = 0. 

o» 

8()1 . Lea points P et P' de rencontre d'un systeme de dia- 
metres conjugues quelconqueavec 
la tangente en A sent les sommets 
d'un triangle rectangle dont le 
sommet de Tangle droit tourne 
autour d'un point S tel que 
AS= ft. 

SOd. L'anglo de deux diamUres conjugues est donne par 




tgV 



m ^ m 
1 H- mm' 



a 



- (m' - m), 



m ot m^ iSUxtki li6s par la relation mm' 



ft« 



a' 



= 0. 



3(l.'l. Lo8 segments determines sur une tangente, a partir 
(lu point de contact, par un systfeme de diametres conjugues 
qiiolconquo, out un produit 6gal au carre du demi-diametre 
conjiigiid do colui du point de contact. — Dans Tellipse, les 
points do rencontre do la tangente et des diametres conju- 
gntSs sont situis do part et d'autre du point de contact. 



Mj 



PROBLEME 




36 L Construire les axes (Tune ellipse connais- 
sani un systeme de diamitres conjugues, 

Soient OM, OM' les diametres conjugues 
M donnas. On m^ne MT perpendiculaire ^ OM; 
i **» on porte M'M ^ — M'M^ = a. 
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OMi = a - h, 
OM, = a-^- b, 
a, b etant les longueurs des demi-axes. 

36S. On m^ne la parallele a OM par le point M'; ses ren- 
contres R, S avec le cercle passant en 0, M^, M, donnent 
la position des axes OR, OS. 

366. Ges droites sont les bissec- 
trices de Tangle M^OM,. 

367. Si, de M„ on abaisse des 
perpendiculaires sur OR, OS, les 
pieds A , B donnent la position AB 
du segment rectiligne dont le point 
marque M a engendre Tellipse pen- 
dant le glissement du segment dans Tangle droit SOR. 

MA := b est le demi-axe suivant OS; MB = a est le demi- 
axe suivant OR. 

§ 5. — Foyers. 

368. Les foyers de Tellipse ayant pour equation 




_ 
o^ 



y 







sont definis par Tintersection des lieux geometriques ayant 
pour equations 



a' 



fi« = a' 



b\ 



Deux foyers sont reels et situes sur le grand axe; les 
deux autres sont imaginaires et situes sur le petit axe. 

369. Mettant en evidence son foyer de droite, Tequation de 
Tellipse est 

{X - c)« + j/« - —[x - — j = 0. 

X = est la polaire du foyer considere ; c'est la di- 

reetrice correspondant a ce foyer. 
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On construit la directrice en elevant la perpendiculaire a 
V Taxe passant au foyer F, en menant la tan- 

Tl' 

^ gente MD au cercle directeur et en tracant 

DD' perpendiculaire a Taxe focal : DD' est 
la directrice. 

370. Solent M(a?, y) un point de Fellipse ; 
F(c, 0), F'(— c, 0) les deux foyers. On a 

MF-a~-, MF = a + -. 
a a 

371. La tangente a Fellipse fait des angles egaux avec les 
rayons vecteurs tocaux allant au point de contact. La normale 
est bissectrice de Tangle de ces rayons vecteurs. 

372. La portion de tangente comprise entre la directrice et 
le point de contact est vue du foyer sous un angle droit. 

373. Le lieu de la projection d'un foyer sur les tangentes 
de Tellipse se compose d'un cercle concentrique a Fellipse 
ay ant a comme rayon, et des droites iso tropes issues du foyer 
qu'on projette. 

374. Le produit des distances des foyers a une tangente 
quelconque est constant et egal au carre du demi petit axe. 



CHAPITRE II 



HYPERBOLE 



§ 1. — G^n^ralites. 

375. L'equation de Thyperbole rapportee a son centre et 
a ses axes est* 

1 = 

a, demi-axe transverse, b, demi-axe non transverse. 
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376. L'equation des asymptotes est 

Ce sont les diagonales du rectangle construit sur 2a, 26 
comme cdt^s. 

377. L'equation de Thyperbole rapportee a ses asymptotes 
est xy = A". 

A* s'appelle la puissance. Les hyperboles xy = ±: k* sont 
dites conjugu^es. 

378. Une hyperbole quelconque est la projection d'une 
hyperbole equilatere sur un plan parallele a son axe trans- 
verse ; les abcisses ne sont pas modifiees; les ordonnees sont 
reduites dans un rapport fixe. 

379. Etant donnee Tequation f{x, y) = d*une hyperbole, 
Tequation de Fhyperbole conjuguee est 

2A 
f(oo, y)- — =0. 

A est le discriminant de la fonction f{x, y) ; 
8 — AG — B* en est la caracteristique. 

§ 2. — £quationB diverses. 

Nota. — Nous nous bornons a donner ici les Equations 
principales relatives k Thyperbole, renvoyant a Tellipse pour 
toutes les autres. 

380. Les coordonnees d'un point quelconque de Thyperbole 
sont donnees par les formules 

a 
X — J 

cos <p 

y -: fttgcp. 

381. Equation de la tangente : 

Xa; Y?/ . ^ /-r— : tt 

—J -il-lrrzO; y:=:mx±: \/ a^M^ — 6«. 
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383. Equation langcDtiellc : 

iux -\- vy — I ^ a, 
fo'M»- ft't' ~i -0. 

383. !£quatioa aus coefScienU augulairea des tangentes 
isauea d'un point (s, p) : 

iP - mx)* - (a«m« - b') = 0. 
3Si, fiquation de la normale : 

o'X h'Y , „ c«m 

— 10; y — mx ± — - 

X y ^ a* — 6'm» 

385. fiquatiou aux coeFRcienta angulaires des normzdos 
issues d"un point (a, f) : 

c'm' - («• - (,'»i')(6 - mxf ^ 0. 

g 3. — Dlamitres conjagn^B, aaymptotes. 

386. Les coefficients angulaires de deux diametres con- 
jugu^s sont lies par la relation 



38". Un diametrc ayant pour cijuation »/ — mx est trans- 
verse si Ton u 



c'eslr-a-dire a'll est compria dans le mSme angle des asymptotes 
que la courbe; il est noii Iransverse dans lo cas contreire. 

188. Lea ajBtemos de diametrea conjugues sont les m^mes 
ir riijperbolo et pour Ic sjsteme forme par les deux 
■mptotes. 

189. On doduit do la uuo construction de I'hyperbole par 
nts et tangoulos au mojen Jo cordes supplementaires 
irnant autour dos deux sommets reels. 
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390. Les segments d'une secante compris entre Thyperbole 
B^ et ses asymptotes sont egaux; la portion 
de tangente comprise entre les asymp- 
totes a done pour milieu le point de con- 
tact. 




391. Le produit des segments deter- 
mines sur une secante quelconque par les 
c"^ asymptotes et un point de la courbe est 
egal au carr6 du demi-diametre parallele a la secante. 

392. Le lieu des sommets des parallelogrammes construits 
sur les differents systemes de diamfetres conjugues d'uoe 
hyperbole se compose des deux asymptotes. 




PROBLEUE 

393. Conslruire les axes (Tune hyperbole connaissant un 
systeme de diametres conjuguis. 

On donne un systfeme de diamfetres conjugues OM, OM' 

et Ton indique que OM est le diamelre 
transverse. On acheve le parallclogramme 
OMM'P; OP, 0?! sont les asymptotes de 
rhyperbole. 

394. Les bissectrices des asymptotes don- 
nent les axes en position ; le point M indique la region dans 
laquelle se trouve Thyperbole. 

39S* Connaissant les asymptotes et un point, on mene 

MG perpendiculaire a Taxe transverse. 
^/ MG.MG' = 6*, b etant le demi-axe non 

transverse. 
4— On decrit le demi-cercle GGT, el on a 
MP = b. On porte cette longueur en OB. 
La parallele a Ox donne, par sa rencontre 
avec Tasymptote OG, le point H; en proje^ 

6 





V 



taint ee y:lz.' s^zr Or. .r zizz-tzA •{■;: Ale sommet de I'axe trans- 
verse. 



§ 



3W>. Le< fo»Ter5 i-e 1 *:7T«eri«:> iiTaiit p^ur eqaation 



a 






1 



sont d?::iz:es ;*ar 



* z* - s* -^ a* ^ 6*, 



Deux foTers Sf>at ren?Is et sitiies s"jr Taxe transverse. 
Deux au:res sont iicasiaaires et situes sur I'axe non 
transverse. 

397. UequatioD de Thyperbole dans laqnelle on met en 
evidence le foyer de droite, la direct rice correspondante et 
rexceatricite, est 







• X - 


- *'i* — 




tT 





3f«8. 


On a. 


comme uan 


s Tellipse. 










MF 


CJC 

a 


- «, MF - 


CJC 

a 


- a. 


r. 








399. Dans 


une ] 


lypc 




par ses axes ia. ib, on obtient le 
fover en porlant 



OF -= OC = c = v'«* + ^• 

jp 400. On obtient la direclrice en 
portant 0H= a sur Tasymptote et en 
abaissant une perpeudiculaire HD sur Ox; c*est la directrice. 
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CHAPITRE III 



PAR4B0LE 




§ 1. — Gto^ralit^s. 

401. L'equation de la parabole rapporiee ^ son axe et a la 
tangente au sommet est 

!/* - ipx =-- 0. 

p s'appelle le parametre ; c est rordonnee focale. 

402. Construction par points : 

i^ On prend OH = 2p et on decrit une 
circonference de rayon quelconque tan- 
gente en H a HD. On mfene PM, RM 
paralleles aux axes ; leur point de ren- 
contre M est un point de la parabole. 
2** On prend OH — 2p dii c6t6 ou Ton veut 
tracer la courbe; on decrit un cercle sur 
OH comme diametre; on raene une ordon- 
nee quelconque PG eton porte PM — OG; 
le point M appartient a la parabole. 

403. La sous-tangente a la parabole est le double de Tab- 
cisse du point de contact. 

404. Si Ton prend comme origine un point de la para- 
bole, comme axes,;la tangente et le diametre correspondants, 
Tcquation devient /* — 2pV = 0. 

403. Le parametre relatif k un point d*abcisse a est 

p' r=: p + 2a. 

Le paramfetre principal est minimum. 

406. Le parametre relatif a un point quelconque est egal h 
deux fois la distance du point considere au foyer de la courbe. 




H oc 
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PROBLEME 



407 . Conslruire une parabole connaissant un pointy son dia- 

T/ metre, sa tangente et le paramelre rela- 
iif a ce point. — On indique la Hgion 
^ dans laquelle se trouve la courbe. 

l^ On mene MN faisant avec MT 
un angle egal a DMT; 







F est le 



2« On prend MF = . 

foyer; FX, parallele a MD, est Taxe; 

3® On projette le point M en M' sur Taxe; le point O, 
milieu de PM', est le sommet de la parabole. 



§ 2. -- fiquations diverses. 

408. Equation de la tangente ; 

pX — Yy -h px = 0. 

409. Equation do la tangente en fonction du coefficient 
angulaire : 



y = mx -4- 






410. Equation tangentielle : 

twj + vj/ — 1 — ; joy* + 2u = 0. 

411. Equation aux coefficients angulaires des langentes 
issues d'un point (a, 6) : 

412. Equation de la normale : 

Xy + Yp - (p -I- x)t/ = 0. 

413. Equation de la normale en fonction du coefficient 
angulaire : 

y=:mx-p;m-4 - m»). 

2 
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414. Equation aux coefficients angulaires, des normales 
issues d'un point (a, p) : 

1 

- pm' 4- (p — a)?M + ,8 = 0. 

418. ^Equation du diamfetre correspondant h la direction de 
coefficient angulaire m : 

m 

§ 3. — Foyer, directrice. * 

416. Le foyer de laparabole ayant pour Equation y*—2pa:—0 
est situe k Tintersection des droites ay ant pour equations 

•^1 ^ P ^ 0, 2a == p. 



L'equation de la directrice est 



P 

417. Dans la parabole, MF = MB = x -h ^' 

418. L'equation focale de la parabole est 

419. La tangente a la parabole fait des angles egaux avec 
le rayon vecteur allant du foyer au point de contact et la 
parallele a Taxe menee par ce point. 

420. La portion de tangente comprise entre le point de 
contact et la directrice est vue du foyer sous un angle droit 

§ 4. — Deformation de Tellipse en parabole. 

421. L'ellipse rapportee a son sommet de gauche a pour 
equation 

^ a a^ 

— = p s'appelle le parametre. 
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432* Ln parabolo peut ^tre consideree comme etant la limite 
il'iitii* ellipse dont un HOinmet reste fixe, dont le parametre 
I'AmHOA'Mi line valour constante et dont le grand axe augmente 

4iiH» Dunn coUe deformation les elements varient dune 
tnaniere coniinuo ot donnent, en particulier, les resultats 

suivants : 

OF z^ a -c; 



i) 




iim. OF .- lim.(a - \/a* - 6«) -- |. 

OD -:^' - a; Iim. OD = ? • 

c z 

MF -a-h ; lim.MF --iCH-^* 

4Si. \ii\ HotMUul ravou vecteur focal devient la parallele a 
Taxo prtNUunt par lo point do contact; cette deformation expli- 
tpio la proprit^li^ do la tangcnte ^ la parabole. 



§ 5, Gonairaotion g6omdtiique des r^cines des Equa- 
tions dM trolsitoi« et qaatritoie degr6s. 

fi'i. Uuo tSiuatiou 

,r* i fkr* -t qx r r - 

pouf H\\) ooumdt^ixV commo le n.^sultat de Telimination de y 
outro dou\ ttutivs liquations: 

\ ,V* 4 X' t vP " *^y ^ ^x -i- r — 0. 
I*a pronni^r<> do cos liquations ropresente une parabole fixe; 
\^^ NO0ondo» un corclo mobilo qu'on construit dans chaque cas 
pttrlioulior, Li^ aboissos dos points communs sont les racines 
do l\^qutttiou donutv, 

it6» l>i\us lo c«s du troisionie degre : 

x* -^ /vr — ^ - C\ 
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on introduit la racine a; = 0, et on est ramene au cas pre- 
cedent. On a alors 

cc* -h y* 4- ar 4- (p — l)y - 0. 
Le cercle variable passe constamment k Torigine. 

427. Pratiquement, on construit avec beaucoup de soin 
la parabole a?" == y, et dans chaque cas particulier on trace 
le cercle d6fini plus haul : les abcisses des points communs 
donnent des valours approchees des racines reelles. Ces 
valours approchees peuvent servir pour appliquer ensuite la 
methode d'approximation de Newton, si Ton est en presence 
d'une racine incommensurable. 
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SECTION V 

COORDONNfiBS POLAIRES 



CHAPITRE PREMIER 

LIGNE DROITE, CERCLE, CONIQrES 
§ 1. — Llgne droite. 

4^. On fixe la posilion d'lin point dans Ic plan au moyen 
de Gou argument <u compte h partir d'un 
axe fixe OX, ou axe polaire, en sens in- 
verse de la rotation des aiguilles d'une 
montre, et de la longueur OM =: p qui porte 
— j( le nom de rayon vectevr. 

L'origine s'appelle le pdle. 

■429. Toute relation entre p et lo ou entre p et lea fonctions 
trigonom^triques de u sera I'^quation d'un lieu geometrique 
en coordonn^es polaires. 

430. L'^quation de la droite perpendiculaire au rayon vec- 
teur de longueur d e t ayautpour argument a, est p — ; ■ 

431. Toute equation de la forme o — —f~. — - est 

^ '^ « cos to + 6 sin uj 

:elle d'une droite en coordonn^es polaires. 

433. L'equation de la droite passant par les deux points 
d, a) ((f, a.') est - = M COS <.> + N sin to, 



CHAPITRE PREMIER — LIGNE DROITE, CERCLE^ CONIQUES 

M et N etant fournis par les equations de condition : 

M cos a -f- N sin a = -= > 

a 



d 
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M cos a' 4- Nsina' = 


433. On ecrit cette equation 




1 

- cos 0) sm (1) 




p 




1 

- cos a sm a 
d 




"5 cos a sin a 




§ 2. — Gercle. 



0. 



434. La distance des deux points ayant pour coordonnees 
(p, cd), (p', 0)') est donnee par 

d« == p« + p'a — 2pp' cos (o)' — (o). 

435. Soit C {dy %) le centre d'un cercle, R son rayon; 
r^quation de ce cercle est 

R« = p« 4- d» - 2dp cos (to - a). 

436. Toute equation de la forme 

p' — 2p(acos<o 4- ftsinw) 4- c = 
est celle d'un cercle. 

437. Si le cercle passe a I'origine, I'equation devient 

p = a cos (I) + 6 sin 0). 

§ 3. — Goniques. 

438. Ellipse en coordonn6es polaires ; le pdle est au foyer 
de gauche, Taxe polaire est Faxe focal : 

P 



P = 



1 — £COS 



(O 



6« 



p = — est le parametre, 
a 



e = - < I est Texcentricite. 
a 
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439. Dans les m^mes conditions, Tequation de Thyperbole 
rapporiee an foyer de droite comme pdle est 

p ~ -. e>l. 

1 — £ COSUI 

440. L'equation de la parabole est dans les m6mes conditions 

P 

=: • 

' 1 — COSo) 

441. Toute Aquation de la forme 

A 

P = 



B cos u> + C sin w -+- D 
represente une conique rapportee k un foyer. 

CHAPITRE II 

CONSTRUCTION DE COURBES 

§ 1. — Gen^ralit^s. 

442. L'equation d'une courbe etant donn6o, la construction 
de cette courbe comporte : la recherche des axes de sym^trie, 
ce qui donne les li mites de variation de Targument (o ; la 
determination de la tangente en certains points; celle des 

asymptotes. 

M 443. La courbe est symetrique par 

rapport a Taxe polaire : 
-r^ 1® Quand co et (Stc — cd) ou w et — w 
donnent Ji p la m^me valeur avec le 
M' m^me signe ; 

^^ Quand w et (tt — (o) donnent a p des valours egales ei 

j^ de signes contraires. 

Ce genre de symetrie par rapport 
k Taxe polaire est en evidence dans 
T~X toutes les equations de la forme 

<p(p, cos cd) = 0, 

^ oil cos (0 entre seul. 
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444. D'une nianierc gcnerale, I'axe polaire est axe de 
sym^trie quand requation de la courbe 6tant verifiee par les 
valeurs p, cd, Test egalement par Tun des systemes renfermes 
dans les formules gen^rales 

445. La courbe est symetrique par rapport k la perpendicu- 

laire ^ Taxe polaire : 

- ->'' 1® Quand co et (tc — w) donnent a p la 

X'<'^ m^me valeur avec le m^me signe; 

Q-^ ., * X 2® Quand-tD et (Stc — w) ou w et — to> 

.^ donnent a p des valeurs egales et de 

* signes contraires. 
Ce genre de symetrie par rapport a la perpendiculaire ^ 
Taxe polaire est en evidence dans toutes les equations de la 
forme {p(p, sin w) = 0, oil sin w entre seul. 

446. Le pdle est centre quand cd et (it -f- (o) donnent Ji p la 
meme valeur avec le mSme signe. Ge fait est en evidence dans 
les equations de la forme ^(p, tg o)) — 0. 

§ 2. — Tangentes. 

447. L' equation de la tangente a la courbe ayant pour 
equation 

- =Z Cp(ft,) 

au point w -= a est 

- -- 9(a) cos(a) — a) -f- 9'(*) sin(a> — a) . 



448. L'equation de la normale au point (o — a est 

1 9'(a) 

- — C5(a) . cos((o — a) — -^- r sin((i) — a). 

P ' 9{V 

449. L'angle V que fait la tangente a une courbe avec le 
rayon vecteur du point de contact est donne par 

tgv - ^' 

p» 
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Tangle V etant compte positivement a partir du rayon vec- 
teur, en sens inverse de la rotation des aiguilles d'une montre. 

450. Si Ton mene le rayon vecteur perpendiculaire a celui 

du point de contact et la 
N\— — .^_^__ y ncrmaleen ce point, on obtient 

fM sur ces droites les points T, 

N qui donnent : 

MT longueur de la tangente, 
"x MN — — normale, 
OT — sous-tangente, 
XX ON — sous-normale. 




451. La sous-normale ON 



- p 



rw 



; son sens positif est 



defini par Targument 



(» 
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452. GoNCAviTE — CoNVEXiTE. — Uno courbo est dite concave 
en un de ses points M vers le pdle, quand deux arcs infini- 
ment voisins MA, MB situes de part et d*autre de M, sont 
du c6te du pdle par rapport a la tangente en ce point. 

S*ils sont dans la region opposee, la courbe est dite convexe 
'611 M, vers le p61e. 

453. Une courbe est concave vers le pdle, en un de ses 
points, quand on a pour les coordonnees de ce point 

i[i*(ip>o, 

P LP \p/ca2j 

■elle est concave dans le cas contraire. 

454. Un point est d'in flexion quand on a 

p Lp \p/..»2j 



§ 3. — Branches inlinies. 

48S. Si (D = a rend p infini, on calcule dans chaque cas 
particulier la valeur de MP au moyen d'une formule analogue Si 
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MP = OM sin (w — a), que ron doit etablir sur chaque exemple ; 

quand w tend vers a, la limite de MP, 
si elle est finie ou nulla, donne la posi- 
tion de Tasymptote rectiligne. Dans les 
autres cas, la direction co = a corres- 
pond a une branche parabolique. 

406. Le sens suivant lequel on doit compter les valours 
positives de d depend des positions relatives de la direction 
asymptotique et de la branche de courbe. — Dans le cas de 

]a figure, MP est positif dans la direction (» + s) • 

407. Si dans la valeur de MP on fait w = a, Texpression 

prend la forme illusoire - ; on doit au prealable transformer 

ses deux termes. Pour cela on rend calculables par loga- 
rithmes le numerateur et le denominateur; on isole le fac- 
teur qui s'annule dans chacun de ces termes par rhypothese 
a> = a; le plus souvent CO facteur est le m^me ; dans d'autres 
cas, en divisant haul et bas par une fraction de Tangle (cd — a) 
en evidence dans les termes etudies, on introduira le rapport 
du sinus a Tare, dont la limite est Tunit^. En faisant ensuite 
*i> = a, on obtient la valeur de MP. 
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SECTION I 



CHAPITRE PREMIER 

PRELIMIXAIRES 

§ 1. — Gto^rsdit^s. 

4S8. On fixe la position d'un point dans Tespaee au moyen 
de ses distances a trois plans fixes formant un triedre. La 
distance h Tun des plans de coordonnees est comptee paral- 
lelement a Tintersection des deux autres. Cos droites d'inter- 
section ferment les aretes du triedre; on les appelle axes de 
coordonnees, et on les designe par Oa:, Oy, 0^. Le point 0, 
sommet du triedre, est Torigine. 

489. Soient Ox, Oy, Oz un syst^me d'axes; 
M un point de Tespace. 
OR - : X est Tabcisse de M; 
RP — y est I'ordonnee; 
PM — z est la cote. 

Le contour ORPM s'appelle le contour 
^ des coordonnees du point M. 

460. Nous appellerons X Tangle sOj/, 

{A — zOx, 
V — xOy. 
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II existe entre eux les relations generales qui lient les faces 
d'un triedre : 

fx < TT en general ; 

V 

*461. On appelle 5mi^ de Tangle triedre des coordonnees 
la quantite 

2* — 2 COSX COSfJI^CuSv — COS*X — cos* (X — COS'v -h i, 



qu'on pent ecrire sous la forme 

^« , • X+tlL + V . lA-HV — X . X-f-UL 

S* — 4 sin sin ^z — • sm 



2 
Si X == {x 



2 



7U 

2' 



2 



V . X 
- • sm - 



H-|x — V 



= 1. 



*462. Soient a, p, y les angles qu'un rayon vecteur OM fait 
avec OXy Oy, Oz; 

a', f/, y' les angles d'un autre rayon OM' avec les m^mes 
axes; 

X, (x, V les faces du triedre des coordonnees (460) ; 

V Tangle des deux rayons vecteurs, OM, OM'. 

On a les deux relations 



1 cosv cos {7. cos a 

cos V 1 cos X cos p 

cos (X cos X 1 cos Y 

cos a cosp cosy 1 



= 0, 



1 COS V COS {X cos a 

cosv 1 cosX COS p 

COS {X COS X 1 COS y 

COS a' cosp' cosy' cosV 



= 



La premiere est la relation qui existe entre X, [x, v, a, p, y ; 
la seconde donne Tangle V. 

463. Soient M, x, y, z un point de Tespace; X, (x, v les 
faces du trifedre de coordonnees; / la distance OM. On a 

/» = X* + t/' + z* 4- ^yz cos X + 2^x cos |x + 2xy cos v. 



Si 



X=. 



(X 



2' 



/« ^ X* + y* + z*. 
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4(>l. Ea coordonnees rectangulaires, a, p, y ^tant les angles 
de finis (462), 

X=lC0S0Ly J/ — /COSP; i5=:/C0SY. 

On conclut : 

cos' a H- cos* P + cos* y =^ i', 

puis, pour Tangle de deux directions, 

cos V = cos a cosa' + cos (3 cos p' ■+■ cos Y cos y'. 

• 465. DEFINITIONS. — cos a, cos p, cos Y s'appellent les cosinus 
directeurs de la droite OM; toutes quantites proportion- 
nelles aux cosinus directeurs s'appelrent des coefficients de 
direction. 

Soient a, |jl, v des coefficients de direction. Les cosinus 
directeurs correspondants sont donnes par les formules 

cos a = J > cos p — > 

(X* 4- {/.* + V*) 2 (X* + JJL* + v'p 

V 

cos Y = X ' 

(X* H- {X* + v*)"^ 

466. — Les axes etant rectangulaires, deux directions sont 
rectangulaires si Ton a 

cos a cos a' 4- cos p cos f -h COS Y cos y' — 0. 

Dans cette equation les cosinus directeurs peuvent etre 
remplaces par des coefficients de direction. 

*§ 2. — Translormation des coordonnees. 

*467. Soient X, |jl, v les faces du triedre des coordonnees 
primitives; x, y, z les coordonnees anciennes d*un point M; 
x\ y, z' les coordonnees nouvelles de ce point; Xq, t/o, ;?„ 
les coordonnees de la nouvelle origine par rapport aux anciens 
axes. On a les relations generales 

X -hycos V -h J3Cosa — x'cos{x\x) -h y'cos(y\x] -h!s'cos{z\x) + Ty , 

a?cosv-h y 'hzco3l=x'co3{x\y)-hy'cos{y' ,y)-{-zcos{^\y)-hyo, 

a;cos;x+?/cosX-i- z =x'cos{x\z)-{-y'cos{y',z)-hzcos{z\z)-hZ'(,. 

7 
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Le denominateur communestS* (461); on tire de ces equa- 
tions 

x~ ax' -^ hif H- cz\ 

(i)]j/=aVH-5y-+-cV, 
z = ax 4-oy -h c z . 



7U 



*468. Si X = [JL = V = -, les neuf lettres a, 6, c, a\ ..., c" 

reprSsentent les cosinus des angles qui entrent dans les 
relations generales (467); on a done 

et si le nouveau systeme est egalenient rectangulaire : 

( ab + a'6' + a"b" = 0, 

(3) be + 6V -+- 6"c" -= 0, 

( ca + c'a' 4- c^a" = 0. 

On passe done d'axes rectangulaires a d'autres axes rec- 
tingulaires au moyen des formules (1), accompagnees des 
relations (2) et (3). 

*469. Formules d'Euler. — Nous definirons un plan par sa 

trace OR sur le plan xOy ; OR 
fait un angle <p avec Ox, 

Soit 6 Tangle de la normale 
au plan avec Oz, 

Nous p'rendrons comme nou- 
vel axe des x, la droite OR; 
Oy\ lui sera perpendiculaire . 

Les formules d'Euler sent 

X = x' cos cp ~ 2/' sin 9 cos 6, 
y = a?' sin 9 H- y' cos <p cos 0, 
z ^ y' sin0. 




§ 3. — Invariants. 

*470. Les invariants de la fonclion homogene 
^{x, y,z) = kx^ + Ay + k"z^ + Wyz h- 2B'zx -h 23" xy 
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sont 

A + A' H- A" ^ M, 

A'A'' - B« H- AA' - B'« + AA' - B"' = P, 
AA'A' 4- 2BB'B' - AB« - A'B'* - A"B"« = A. 

Les notations employees sont consacrees par Tusage gen6- 
ralement adopte. A est le discriminant do la fonction <p(a;, y, 2). 

*471. Soient 

f{x, y, 2, /) = Aaj» + A't/» -f- . . . + 2G/x + 2G'/y + iCUz H- Di« 

una fonction homogene; son discriminant H est un inva- 
riant do la fonction /*(a?, y, z, t). 

472. Voir n® 543 une application des invariants aux sur- 
faces du second ordre. 



CHAPITRE II 



PLAN 



§ 1. — Gto^ralitds. 

473. Toute Equation du premier degre a trois variables 
represente un plan. 

Forme generale : Ax -h By -h Gz -h D =- 0. 

474. Formes particuliires : 

X cos a 4- y cos p -h 5f cos y — rf = 

met en evidence les angles (a, p, y) de la normale au plan 
avec les axes, et la distance d de Torigine au plan ; d est 
essentiellement positive. 
Les axes de coordonnees sont rectangulaires. 

475. La fonction (oj^cos a + j/^ cos P + ^i cos y — d), caleulee 
pour les coordonnees {x^, y^, z^) d'un point quelconque de 
Tespace, donne avec son signe la distance de ce point au 
plan ajant pour Equation 

X cos a + 1/ cos p -4- z cos y — d = 0. 
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416. Formules d'idcnlifi cation de 

X C03 a + y COS p + E cos Y — d — 
avec Aar + By + C=-D^O: D > 0; 

A ^ B 

cos » — f . COS S =: ^ , 

(A' + B' + G')= (A* + B' + C')* 

,.^^..^ C j_ D • 

(A' + B' + Op (A' + B» + C;^ 

in- r ,. .. Aa;, + B7/, + C;, + D , 

4"", La fOQCtiOQ — i— j — donneavecsoii 

(A» + B'-4-C»js 
eigne la distance du point (a:,, y^, s,) au plan ayant pour 
equation 

Ax + Bij^Cz + D^a. 

478, Un plan divise l'espace en deux regions; Tune est 
dite positive, I'aiitre negative; on distingue cea regions par 
la m^thode indiquec (34). 

4-9. Les pl.aa bissocteurs de i ^?= * ^? + ^f + " = »■ 
ont pour equations 

A^_ + Bi/ +_ Cb + D _^ A'a: + B'y + C'z + D' 

{A« -f- B' + C>) ^ (A'' + B'» + C")^ 

480. L'equation -+-H 1—0 met en evidence les 

p q r 

quantites p, q, r, coordonnees ^ I'origino du plan. 
Deux plans sont parallelcs si 

p- q- r 

481. A, B, G sont des coefficients de direction de la nor- 
ale au plan ayant pour equation Aa; + By + C; + D = 
76) ; on en conclut : 

(n) Deux plans sont perpendieulaires si Icurs normales le 
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sont elles-m^mes, c'est-a-dire si Ton a 

AA.' 4- BB' + GC = 0. 

(b) Deux plans sont paralleles si leurs normales le sont, 
c'est-^-dire si Ton a 

ABC 



A' B' 



i» 



482. L'equation generale des plans passant k Tintersection 
de deux plans donnes 

P=-0, F-=0 est P-4-XP'^O. 

*483. Pour que trois plans P = 0, P' ^ 0, P^^^O passent 
par une m^me droite, il faut et il suffit qu'il existe entre les 
fonctions premiers membres de ces equations une relation 
lineaire et homogene; ce fait s'exprime analytiquement en 
egalant a zero tous les determinants formes avec trois colonnes 
de la figuration 

A B C D 

A' B' C D' 

A" B" G" D" 

Parmi les quatre conditions obtenues, deux seulement sont 
dislinctes (484 — Rem.). 



* 



§ 2. — Intersection de trois plans. 



*484. Soient P = 0, F -^ 0, P" = les equations de trois 
plans. Posons 

P = Acc-+-B[/-hC^-hD = 0; F=r A'aJ4- ••• = 0; V = k''x -h"- = 0; 

ABC 
iD = A' B' C 
A' B"' C 

Nous resumons ci-dessous, en les interpretant geometrique- 
ment, les circonstances ctudiees dans tous les cours d'algebre. 

Premier cas ; D ^i 0. Les trois plans se coupent en un point 
unique ^ distance finie; ils ferment un vrai triedro. 
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DeuxUme cas : JD ^= 0; mais un mineur du premier ordre 
au moins n'est pas uul. 

Soit AB' - Bk: r^ 0. 

(a). Le determinant (AB'D") --A 0. Les trois plans sont 
parallbles li line m^me droite; ils ferment un prisme Irian— 
guluire. On pout dire qu'ils se coupent en un point unique 
rojet6 Jl rintini. 

(h), (AB'D'') .- 0. Los trois plans passent par une m^me 
droite. 

REMAnQUE. — Revenons au n° 483. AB' — BA' 7^ 0. Les 
trois plans passent par une m6me droite si Ton a simultane- 
niont (AB'C; - 0, (AB'D) - 0; ce sont les deux conditions 
distinctcs. 

Troisieme cas : 5) > - 0, ainsi que tons les mineurs du premier 
ordre; mnis uu 616ment au moins n'est pas nul. Soit A 7^ 0. 

(a) AD' — DA' ot AD" — DA" ne sont pas nuls ensemble. 

Les trois plans sont parallfeles; deux d'entre eux peuvent 
6tre rejet6s ^ Tinfini, 

(6) AD' - DA' -.- 0, AD" - DA' - 0. 

Lts trois plans so confondent; les Equations de deuxd'entre 
nux peuvent prendre une forme indeterminee. 

CHAPITRE III 

LIG!\E DROITE 

§ 1. — G6n6ralit6s. 

485. Une droite pout Ostrc d^finie dans I'espace comme 
etant riiitersectiou do deux plans donncs : P — 0, P' — 0. 
Cos deux equations associees permettent d*obtenir les coor- 
donnees de tous les points de la droite. 

On dit (jue 

' P - 

j p, ^ sont les ^qvations de la droile. 
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486. On obtient Ics coordomiees cl'un point quelconque 
d'une droite ainsi defmie en prenant arbitrairement I'une des 
coordonnees et en calculant les deux autres au moyen des 
equations P ~ 0, P' — 0. 



48";. Soient 










P 


= Aic H- By + Gs -(- D ^ 0, 








P' 


=-• k'x + By + C'3 + D' = 


0. 






Si Ton preud - 


— s„, X ety sont donnas 
X y 


par 


1 




U(l:'3„ -+- D 


) - B'(C^„ + J)) 


kW 


-BA' 




488. Des coefficients de direction de la 


droite dont 


lee 


equations sont j 
les ^galites 


Aic + By + Ca + D = 0, 


sont 


donnes 


par 


BC'"^ 


CB' UA' - AC AB' - 


:ba 




489. Les equat 


ons \^-'^f' + P definissent une droite 





\y =bs ' 

ses projections sur les p'ans de eoordonn^es sQx, sO 

490. Les equations 



definissent uae droite par uu point (■Ti.y„»,) et ics coefficie 
de direction {a, b, c). 

Si (a, b, c) sont les cosinus directeurs, Ja vateur commi 
des trois rapporls est la distance r du point (x, y, s) 
point (Xi, y,, s,) ; r est compte positivement dans !e sens d< 
demi-droite dont les cosinua directeurs sont a, b, c, 

491. Les equations 

_ a + IX _ ^ + :^Y _ t + '/.z 

donnent les coordonnees d'un point 61(3;, y, s) d'unc dr< 
et mettent en evidence : 
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1" Deux points A(coordoniieesa, p, y), 
B (coordonnecs X, Y, Z) ; 

.MA , 

2" Lc rapport — ^ = a. 

45)2. Les equations generales d"iine droite passant par un 
point donn^ {a, b, c) peuvent s'dcrire 

X — a _\j — b z ~ c 

___ _ ___ •^-. _„. . 

X, 1^, V sont arbitraires. 

493. Si le point est donne par I'intorseclion de trois plans : 
P = 0, Q — 0, R — 0, on peut ecrire les Equations generales 
de la droito mobile : 

P + XQ -. 0. 

P + f^R ^ 0. 

49f. Les Equations d'uue droite passant par deux points 
donnes (a, b, c), {a', 6', c') sont 

X — a y — b z —c 



sont dans un m^mo plan s'il existe des valeurs de i ot u. 
rendant ideatiques les equations 

P + XQ ^ 0, R + [*S ^ 0, 
ou si le determinant des coefficients des quatre equations 
P = 0, Qi^O, R = 0, S = estnul. 

496. Si deux droites sont dans un mSnie plan, leur point 
commun est defini en general par I'intersection de trois 
quelconques des quatre plans donaes. 

§ 2. — Probl^meB sur la ligne droite et le plan. 

497. Faire passer un plan par trots points. 
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est requation de ce plan si les valeurs proportionnelles de 
X, jA, V sont donnees par le systeme des equations 

Xa?, + jxi/i -h V5, -h TT — 0, 
*498. L'cquation de cc plan pent s'ecrire sous la forme 



X 


y 


z 


1 


•Tl 


Vi 


^1 


i 


x^ 


y^ 


^2 


\ 


^s 


!/s 


^8 


1 



-0. 



499. FfifiVj passer par un point un plan paralldle a un plan 
donn^j Ax -h By + Cz -h D = 0. 

Soient a, 6, c les coordonnecs du point donne. L'equation 
demandee est 

A{x - a) -h B(tj -b}-h G(z - c) := 0. 

500. Faire passer un plan par un point donne (a, b, c) etune 
droite donnee J p. ~ z^' 

L'equation demandee est de la forme 

P + X Q = 0, 

A etant determine par la condition 

P(a, b, c) + X.Q(a, b, c) = 0. 

P(a, b, c) designe co quo dcvient la fonction P quand on y 
remplace x par a, y par 6, z pare. 

501. Connaissanl les Equations d'une droite y trouver les (Equa- 
tions de la projection de cette droite sur un plan donni, 

( P =0 
(a) Soient J p. _ r.' les equations de la droite donnee ; 

R = le plan sur lequel on projette. 

La projection est definie par les equations \ ^ '^ ^ 

(P4-XQ = 0, 

si X est determine par cette condition que le plan P + XQ := 

soit perpendiculaire au plan R = 0. 
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{b) On projette sur Tun des plans de coordonnees. 

La projection sur Tun des plans de coordonnees s'obtienten 
climinant entre P et Q la variable correspondant an plan 
sur lequel on projette : pour obtenir Tequation de la projec^ 
tion sur le plan ^ — 0, on elimine z entre les deux Equations 
P_-^0,Q-0. 

502. Intersection d'une droite et d'un plan. — Dans le cas 
general , ce problfeme est celui de Tinlersection de trois 
plans (484). 

503. Cas particuliers. — Soit Ax -r- By -h Gz -{- T> — 
I'equation du plan donne. 

1® Les equations de la droite sont 

X — a y — b z — c 

= - — — =^ ^ r. 

cos a cosp cosy 

Le point d*interse(*iion est defmi par 

X — a -\- r cos a, 

y — b -h r cos p, 

;3 — C 4- r COS Y, 

r etant racine de Tequation 
(A cos a + B cosp -\- C cosY)r + Aa + B6 H- Gc + D — 0. 
1^ Les equations de la droite sont 

a -+- XX 6 + XY V + XZ 



x = — -> y =—M r-' ^ — 



1 + X ^ 1-f-X l4-X 

La valeur de X correspondant au point cherche est racine 
de I'equation 

(AX + BY + GZ + D)X + (Aa -4- Bp + Cy + D) = 0. 

504. Uun point donne^ mener une perpendiculaire a un plan 
donnL 

Soieut (a, 6, c) le point donne; Ax + Bi/ + Gz + D = 
I'equation du p^an donne. 

La perpondiculaire cherchee est parallele a la normale au 
plan; ses equations sont 

X — a y — b z — c 
"~A~" ^ B "" G 
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oOo. La determination de son pied nous ramene au pro- 
bleme 302 — 503. 

506. Mener pa?* un point donne un plan perpendiculaire a une 
droite donn^e. 

Soient (a, 6, c) le point donne ; (a, p, y) les coefficients de 
direction de la droite donnee : la normale au plan lui est 
parallele. L'equation du plan est done 

ol(x — a) -h ^(y — b) -h 7(z — c) = 0. 

507. Angle d'une droite et d'un jjlan. — G'est le comple- 
ment de Tangle Cfue font la droite et la normale au plan. 
Soient (a, p, y) les coefficients de direction de la droite; 
Aa? -h By -h Gs + D — I'equation du plan donn6. L'angle 
V de la normale et de la droite est donne par 

Aa -+- B^ -f- Cy 
cos V -= P • 

(A« 4- B* 4- C«)2'(aa -h fi^ + f)^ 

En appelant Tangle cherche, on a 

(A(3 - Ba)2 + (C[3 - By)* + (Ay - Ca)^ 



cos*0 = sin*V = 



(A« -t- E* -h C*)(a2 + p -4- y*) 

Paralldisme : La droite et le plan sont paralleles si la 

droite et la normale sont perpendiculaires, c'est-k-dire 

si Ton a 

Aa 4- Bp -h Cy =-. 0. 

Perpendicularite : La condition de perpendicularite de la 
droite et du plan est 

A B n 

a p y 

o08. Mener' par un point donn6 une perpendiculaire a une 
droite donnee. 

Soient A(a, 6, c) le point donne; (a, p, y) les coefficients 
de direction de la droite donnee D. 
La perpendiculaire est dcfinie ; 

1® Par le plan passant en A et perpendiculaire a la droite 
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donnee; son equation est 

7.{x - a) -4- f.{y - 6) + ^{z - c) = ; 

2® Par le plan passant en A et contenant la droite D (500). 

o09. Le pied de la perpendiculaire est a Tintersection de 
la droite D et du plan : 

ol{x — a) + ^(y — 6) -4- y(s — c) = 0. 

SIO. Menei^ jar une droite donnie un plan perpendiculaire a un 
plan donne. 

( p — 

Soient J ^ les equations de la droite donnee ; 

ax -h by -h cz — celle du plan donne. 
L*equation du plan cherch6 est de la forme P + X Q = 0, 
X etant donne par Tequation 

(A -4- XA> -h (B 4- XB') 6 + (G -+- XG')c = 0. 

oil. Etant donnees deux dioites, trouver leur plus co::rte 
distance. 



Soient 



D 



fp -3 ^ y - Pi ^ z - Zj 

a b c 



D')?_~^« t/ - t/a z-z, 



a c 

les droites donnees. La plus courto distance de ces droites 
est la dis'ance des plans menes par chacune d'elles, paral- 
lelemcnt a I'autre. Le plan raen6 par Torigine parallelemenl 
aux deux droites a pour equation 

(be' — cV)x 4- {ca — ac')y + (ab' — ba')z ~ 

ou Ax -h By -h Cz — 0. 

Le plan mene par D parallelement a D' est 

A(x - x^) -h B(y -- yi) -+- G{z - zj = 0. 

Le plan mene par D' parallelement a D est 

A(x - x,) + B(y - 1/,) -h G(z - z^) :- 0. 

La distance de ces deux plans, diflerence de leurs distances 
respectives a Torigine (477), est la plus courte distance des 
deux droites. 
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312. Position de la perpendiculaire commune. — EUc est I'iu- 
tersectioa des plans meaes par chaque droite perpendicu- 
lairement au plan ia; + By + Cs = 0. Le plan mea£ par 
Dest 

l(a; - X,) + ji{t/ - yj + v(3 - 3,) ^ 0, 

X, [i, V 6tant fournis par 

I AX -H B;i + Cv ^ 0, 
( a\ + btt + cv — 0. 
Etc. 

513. Distance d'un pjint dune drolle. — Soient 

' — ■ ■ — les equations de la droite donnee ; 

p, q, r les coordonnees du point donne P. 
On a, en appelant d la distance chercb^e, 

ou 

j,^ l'^{q~b)-f(p-a)V + Hr-c)-,(p-a)Y+['fir-c]-y(q-bn' 
a" + f + Y' 



CHAPITllE IV 



514. Distance do deux points ayant pour coordonnees 
(a:, y ,a), (x„, y^, s,) (axes re eta ugul aires) : 

d'^{x- x^Y + {y- y^Y 4- {% - s„y. 

515. En coordonnees obliques, 1, ii, v ctant les trois faces 
du triedre de reference, on a 

d' - S(x - x,Y + 2S(j - i/„) {z - 3,) cos X. 

316. L'equation de la sphere de centre G {a, 0, c) et de 
rayon R est (axes rectangulaires) 

{3; - a)' + {y~ hy 4- (s - cy- - R" - 0. 



flO c£ox£trib kass l'espace 

ol", Le premier membre de I equation d'nne sphere, cal- 
cule poar les coordoaaees d'aa point de I'espace M (x, y. a), 
doQue la pumance de ce point par rapport k la sphere. 

318. Toute equation de la forme 

x^ + y^ + s^-lax-'iiyy-tcs + d^a 
est celle d'nne sphere en coordonn^s reclangulaires. 

of9. Les coordonn^es dn centre sont les demi-coefficicnts 
de or, de y et de 3, changes de signe. 

Le rayon eat donne par (a' + ft* + c* — d)^. 11 est reel, 
imaginaire ou nul. 

3^0. Le lien des points d'egale puissance par rapport a dcjx 
spheres ayant poor equations 

S^O, S'^0 est S-S' = 0. 

Ce plan, perpendiculaire & la Hgne des centres, s'appellc 
plan radical relatif aux detix spheres donnees. 

521. Solent a:» + y' +2» - 2ar -26;/ - 2m + rf= 
I'equation d une sphere; 

Aa; + By + Ca + D = celle d'un plan. 
La distance du centre de la sphere au plan est donncc par 
la formnle 

_ (Aa + Bfc +00 + 01' 
~ A* + B' + C 
Le rayon de la sphere est donne par 

R» = (a' + 6» + c' - rf). 
Si S* — R» > 0, le plan est esterieur a la sphere. 
Si 5'— R*<0, le plan coupe la sphere. 
Si 3' — R' ^ 0, Ic plan eit tangent li la sphere. 
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SECTION II 



Tn^:ORIE GEN^RALE DES SURFACES 



CHAPITRE I 

TANGENTE ET PLAN TANGENT 

522. Soit uae courbe definie par les deux equations 

fix, y, z) = 0, ^{x, y, z) = 0. 
Les equations de la tangente au point (x, y, z) sont 

(X - x)n + (Y - y)ry + (z - z)n = o, 

(X - x)^: + (Y - yX + (Z - ^)y; = 0. 

323. Le lieu des tangentes a une surface ayant une equation 
algebrique F{x, y, z) = 0, au point {x, y, z)y est le plan 

xf; 4- yf; + zf; + tf; :- o ; t = / = i. 

524. Quand une droite rencoiitre une surface d'ordre m en 
n points confondus, quelle que soit sa direction, on dit qu« 
le point est multiple d'ordre n, 

525. Un point double est caracterise par ce fait que ses 
coordonnees sont une solution du systeme 

f:-o, f; = o, f; = o, f; = o. 

526. Dans ce cas, les tangentes au point double sont 
situees sur un cdne ayant pour equation symbolique 

(xf; + yf; + zf: + tf;)(2) = o. 

527. Quand une surface passe a Torigine, Tequation du 
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plan tangent en ce point s'obtient en egalant a zero Tensemble 
des termes du plus bas degre. 

528. La normale a une surface est la perpendiculaire au plan 
tangent menee par le point de contact; ce point, considere 
comme appartenant k la normale, s'appelle son pied. 

529. Les equations de la normale a la surface ayant pour 

equation ¥{Xf y, z) = 0, au point de coordonndes (x, y, ^), 

sent 

X - X _ Y-?/ _Z -z 

F' ~ F' "" F' 



CHAPITRE II 

DES SURFACES EN GENERAL 

§ 1. — Gto^ra1it6s. 

530. Une surface est genoralement definie comme etant le 
lieu des positions successives d'une courbe genh^atrice sc 
deplagant suivant une loi determinee. 

531. Si la courbe generatrice mobile a pour equations 

f(oCy y, 5, >) ^ 0, 9(T, yy z, X) = 0, 

I'equation de la surface-lieu s'obtient en eliminant le para- 
metre X entre cos deux equations. 

532. Si les equations de la generatrice renferment ?i para- 
metres lies par (n — 1) relations, le resultant du systeme des 
(n — 1) equations de condition et des deux equations de la 
generatrice, est Tequation de la surface-lieu. 

§ 2. — Surfaces cylindriques. 

533. DEFINITION. — Une surface cylindrique est engendree 
par une droite qui, restant parallele k une direction fixe, se 
deplace suivant une loi determinee. 
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534. Soient P = 0, Q— les equations de deux plans 

donnes. 

F(P,Q) = 

est Tequation generale des cylindres dont les generatrices 
sont paralleles a Tintersection des plans P — 0, Q = 0. 

§35. Soient 

( Ix -\- my + nz — 0, 

I I'x + m'y -4- n';5 = 

les equations definissant la direction des generatrices d'un 
cylindre ; 



J) ( 9% y^ ^) = 0, 

I -K^, y, ^) = 



les equations d'une courbe directrice. 

Uequation de la surface cylindrique definie au moyen de 
ces elements s'obtient en eliminant x, y, z entre les equations 

Ix -f my + njs = X, 

I'x H- m'y 4- nz = ^, 

:^[x, y, z) = 0, 

H^, Z/, 2) ^ 0, 

et en remplagant dans le resultant du systeme F(A, |x) = 0, 
les variables X et [jt par les fonctions 

Ix + my + nz, I'x + m'y + n'z, 

Cette equation est done 

F(te + my + nz, I'x + w!y -h n'aj = 0. 

536. L'equation du cylindre circonscrit k la surface dont 

r6quation est 

f(x, y, z) = 0, 

parallelement a la direction (a, S, y), s'obtient en exprimant 
que Tequation 

f(x -h otr, y 4- er, js + yr) — 

a une raeine double. 

337. Si les generatrices de la surface cylindrique sont 
paralleles k Tun des axes de coordonnees, on obtient son 

8 
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equation en exprimant que T^quation de la surface, ordonnee 
par rapport k la variable correspondante, a une racine double. 
On obtient ainsi T^quation du cylindre projetant la surface 
donnee sur Tun des plans de coordonn6es. 

538. L'equation du cylindre projetant la courbe dontles 

6quations sent 

f{x, y, z) :^ 0, 

9(^, J/, 2) --^ 0. 
sur Tun des plans de coordonnees, s'obtient en eliminant la 
variable correspondante entre les equations de la courbe. 

§ 3. — Surfaces coniques. 

o39. DEFINITION. — Une surface conique est engendree par 
une droite qui passe par un point fixe et se deplace suivant 
une loi d6terminee. 

Le mode de deplacement de la droite mobile pent 6tre 
defini : 

1® Par une relation analytique donnee entre ses coefiicients 
(le direction; 

2® Au moyen d*une courbe plane ou gauche sur laquelle elle 
doit s'appuyer constamment; 

3° Au moyen d'une surface a laquelle elle doit 6tre cons- 
tamment tangente. 

540. Soient P -- 0, Q — 0, R — les equalioDs de trois 
plans formaut un triedre. L'equation generale des cdnesayant. 
ce point comme sommet est 

F(P, Q, R) - 0, I 

F designant uno fonction homogene, 

511. Soit un c6no defini par son sommel S (a, ^, y) et une 
directrice dont les equations sont 

I ?(^, 2/, «) --^ 0. 
On obtient l'equation de la surface conique en exprimaut 
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qu'une droite issue du sommet S et dont les coordonnees sont 
fournies par les equations 

a + XX S + XY Y + XZ 

1-t-X ^ 1-hX l4-X 

s*appuie surla directrice D, c'est-a-dire que les deux equations 



f(— 

/a + XX \ 



ont une racine commune en X. 

542. Si la generatrice issue du sommet S doit resfcer tangente 
a la surface 

f{Xy y, 2) = 0, 

on obtient Tequalion de la surface conique en exprimant que 
Tequation 

\ 1 -h A / 

a une racine double en X. 

543. Un c6ne du second ordre 

Ax^ + Ay + A'z* 4- 2Byz + 2B'zx + 'iB'xy == 
ayant son sommet h Torigine, est triorthogonal si Ion a 

A + A'+A^^O. 

Cette fonction est Tinvariant M (470). 
M == est done la condition generate pour qu'un c6ne 
quelconque soit triorthogonal. 

§ 4. — Surfaces cono'ldes. 

544. D]^FiNiTiON. — Une surface conoide est engendree par 
une droite qui reste parallele k un plan fixe appel6 plandirec- 
teur; qui s'appuie sur une droite fixe appelee aocey et qui 
s'appuie en outre sur une courbe fi^Q appelee directrice ou 
reste tangente a une surface fixe. 

54o. Soient R = I'equation du plan directeur d'un 
conoide; P == 0, Q — les equations de Taxe. 



f( r) = o 
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L'equation generale des conoides admettant ces elemenls 

est 

P 

ou 

9(P, Q, R) - 0, 

9 designant une fonction homogene par rapport aux letlres 
PetQ. 

546. Soient 

OLX -{- fx -{-yz = 

requalion du plan direeteur; 

Ix -^- my -h nz -h p = Oy 
Ix -h m'y + n'js + p' :== 
les equations de Taxe d'un conoide; 

f{x, y, z) = 0, 

les equations d'une directrice donnee. 
Les equations d'unc generatrice quelconque sont 

(xx 4- f,y 4- yz = /, 
Ix + my -i- 7iz -h p — u.{rx -+- my -h nz -+- p') ~ 0. 

En eliminanta;, ?/, z entrc ces equations etcellesde la direc- 
trice, on obtient la relation 

F(A, ia) - 

qui doit exister cntre les param^tres X et \l pour qu'un point 
de la generatrice appartienne a la directrice. Gette relation 
obtenue, il suffit d'y rempkcer X par 

ct [X par 

Ix 4- my + nz 

I'x 4- m'y -T- nz 

pour en dMuire Tequation de la surface. 
o47. Les notations etant les m6mes, soit 

(1) Rx,y,z) = 

I'cqualion d'une surface a laquelle la generatrice doit restcr 

tangente. 



aoj + zu ■■:■• {z 
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Les equations d'une geiieratrice quelconque sont 

^ ' \ Ix-h my -{-nz -h p — u.{fx + m'y + n's + ;/) = 0. 
On sail mettre ces equations sous la forme 

a?-^i ^ y - ?/i ^ z-z^ ^ 
a b c 

^15 Vu ^n «» b, c etant des fonctions de X et de {x (486-488). 
En formant Tequatian 

f{xi -+- a?% Pi -h br, Zi 4- cr-) = 

et en exprimant que cette equation, ordonnee par rapport a 
r, a une racine double, on obtient la relation qui doit exisler 
en X et [x pour que la generalrico (2j appartienne a la sur- 
face. II suffit de remplacer a et |jl dans cetle relation 

F (X, jx) ^ 0, 
par 

Ix -{-my -h nz -\- p 

pour obtenir Tequation de la surface. 

§ 5. ~ Surfaces de revolution. 

548. DEFINITION. — Une surface de revolution est le lieu 
des positions d'un cercle do rayon variable suivant une loi 
donnee et dont le plan reste perpendiculaire a une droite fixe 
surdaquellese trouve constamment le centre du cercle. Gelui- 
ci s'appelle un parallele. 

On pent donner la loi de variation du rayon du cercle : 

i^ Par une relation analytique entre la longueur du rayon 
et la position du centre du cercle sur Taxe de la surface; 

2° Par une courbe directrico sur laquelle le parallele doit 
constamment s'appuyer. 

Quand cette directrice est plane et que son plan contient 
I'axe, on lui donne le nom de meridienne. 

549. Soient S = Tequation d'une sphere de centre fixe; 

P — I'equation d'un plan fixe. 
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F(S, Pj = 0, est requation generale des surfaces de 
revolution dont Faxe est la perpendiculaire abaissee du centre 
de la sphere 8 = sur le plan P — 0. 

o30. Soient (a, 6, c) un point de I'axe d'une surface de revo- 
lution ; 

(XX + f y -r- yz -— Tequation d'un plan perpendiculaire a 
cet axe; 

/*(ar, y, z) = 0, <p{x, y, z) = les equations d'une direc- 
trice. 

Si Ton pose 

( (X - aY-\-{y - by + (j - c)« - >, 
' { y.x -h f^y -h yz = jji., 

et qu'on elimine x, y, z entre ces equations et celles de la direc- 
tricC; on obtient la relation 

r(/, a) = o, 

qui doit cxister entre X et jx pour qu'un point du parallele (1) 
appartienne h la directricc donnee. En remplagant 1 et [jl par 
les fonctions 

(x — ay -h (y — by + {z — c)*, olx -h ^y + yz, 

on obtient T^quation de la surface. 

5ol. Si Taxe de la surface est pris commo axe des z et 
qu'on donne dans le plan des z x une courbe meridienne 
ayant pour equation 

F(x, :?) - 0, 

Tequation de la surface de revolution ainsi definie est 

¥{\/x^-hy\z) r^O. 

552. Soit 

A a* 4- k'lf + k"z^ + 2B2/^ + <iB'zx + ^Wxy + . . . r^ 

Tequalion d'une surface du second ordre. 

i^ Gette surface est de revolution si^ B, B', B* etant diffe- 
rents de 0, on a 

S-A ^'^"-A' B'B_ BF.. 
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Taxe est alors perpendiculaire au plao 

5"*" F"^ F" 

2° Si un seul des coefficients des rectangles est nul, la sur- 
face ne peut pas ^tre de revolution. 

3** Supposons deux rectangles nuls, pour que la surface 

soit de revolution : 

Si 

B > 0, B' .-: 0, B'' = 0, 
on doit avoir 

Si 
on doit avoir 

Si 
on doit avoir 



(A' - A)(A" - A) - B» -^ 0. 

B=-0, B'>0, B" = 0, 

(A - A')(A" - A') - B'« -. 0. 

B^O, B':=0, B''>0, 

(A - A")(A' - A") - B"* ^ 0. 
4° Si les trois rectangles sent nuls, on doit avoir 
A = A', ou A-^A", ou A':-A\ 

5S3. Equations de I axe, — Quand on a reconnu qu'une 
surface du second ordre est de r6volution et qu'on veut obtenir 
lesequations de I'axe decette surface, il y a lieu de distinguer 
les cas suivants : 



\o B, B', B^^O. Soit 



B'B" B"B 

A. — zr '■ — ix — 



B 



B' 



Les equations de I'axe sent alors 



G'^ 



K-^i) = K»-T) 



-{= - ?) 



2» B'=:0, B" = 0, B»-(A-A')(A- A")---0, 
Les equations de I'axe sont alors (S = A) : 

Aa; -+- G = 0, 
B(Ay + C) = (A' - A)(A;; + C'). 
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3" B^O, B' = 0, B' = 0, A'-A'^O. 

Les Equations de I'axe sont 

A'y + C - 0, A';; 4- G" = 0. 

§ 6. — Surfaces enveloppes. 

oji. Toute equation renfermant un parametre Tariable 

represente une famille de surfaces. Deux surfaces dont les 
equations correspondent k des valours infiniment voisines 
de X sont dites elles-m^mes infiniment voisines. 

oj3. La courbe G definie par les equations 

F(a?, y, z, X) = 0, 
¥(x, y, z, I -\- dl) — 0, 

a etc appelee par Monge la caraclenslique du systeme. 

536. Soit S la surface mobile; C est Tintersection de deux 
surfaces S infiniment voisines : la surface engendree par la 
caracteristique C est dite enveloppe des surfaces S. 

t>j7. Chaque surface enveloppee est tangente a Tenveloppe 
en tons leurs points communs. 

538. L'equation de la surface-enveloppe d'une famille de 

surfaces 

F(aj, y, z, X) ^- 

s'obtient en eliminant le parametre X entre les equations 

F {X, tj, z, a) - 0, 
Fx(a^, y, z, X) ^ 0. 

(Voir n®* 202 et suivants.) 



[ 
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SECTION m 



THEOnie genehale des budfaces du secokd ohdre 



CHAPITRE PREMIER 

CLVSSIFICVTION DES SURFACES DU SECOND ORDRE 
g 1. - G6n^alit§8. 

.359. L'equation generate des surfaces du second ordre est 

Aj;' + Ay + A"j:» + 9B^2 + 2B';a; -4- "iWxy 

+ mx -h fC'y + 20"; + D = 0, 

La classification s'operc par la decomposiLiou en carres (209). 

560. MAacHE DO calcll. — Supposons A t^ 0. 

\'x'+ 2A3; (B'; + B> -t- 0) + AAV'-t- AA".=»+ 2ABy= 
+ SAC'y + 2AC"s + AD ^ 

)u, en compl^laat lo carre comm&nco par les deux premiers 



[\x + B'; -t- B"y + G]' + (AA' - B"')i/' + {AA" - F'- 
+ 2(AB - B'B")!/3 + 2(AC - CB")y + 2{AG'' - CI 
+ AD-O-0; 
d'oii I'on conclut 

[Aa; + B"y + B's +C]' +a!/' +2fcyj -r es' + 2d^ + 2e; + 
puis, successivemen I, 

(a 7^ 0) flX» + a'i/' -h ^ay(bz + d) + acz^ + %iez + i 
a'X} + {a!/-hb:: + dy + (ac — b^):' + %ae — bd}z+af— i 
(g 7l 0) aX' + Y' + ff^' + 2A= -i- k = 0, 

(ijX» + ffY' + (g: + hy + ft - A' ^ 0. 
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On a doDC dans le cas le plus general une equation de la 

forme 

/X« -h mY* + Z« = K^ = 0. 

o61. En faisant sur la valeur et le signe des differents coef- 
ficients toutes les hypotheses possibles, on obtient les dix- 
sepl formes suivantes, quenous repartissbns engroupes carac- 
terises par Tune des lettres E, H, ... etc. : 

X« -+- Y« + Z* = K* ellipsoide reel, 
E ^ X* -t- Y« -+- Z« == - K* ellipsoide imaginaire, 
X2 4- Y» -h Z* = c6ne imaginaire. 

X« -h Y« — Z* = K* hyperboloide a une nappe, 
H ^ X* -h Y» — Z» r-.r — K« hyperboloide a deux nappes, 
X*+ Y*- Z«= c6ne reel. 

j X* -h Y^ = Z paraboloide elliptique, 

( X* — Y* = Z paraboloide hyperbolique. 

cylindre elliptique reel, 
cylindre elliptique imaginaire, 
plans imaginaires se coupant, 
cylindre hyperbolique, 
plans reels se coupant, 
cylindre parab clique. 

plans paralleles reels, 
PI \ X* -- — K* plans paralleles imaginaires, 

plan double. 

§ 2. — Formes des surfaces. 

562. GrOUPE E. — t ELLlPSOiDES. 

1« X« + Y2 4-Z« = KS ellipsoide reel. 

On construit le triedre forme par les 

trois plans X = 0, Y = 0, Z = 0; les 

A sections de la surface par ces trois plans 

sont trois ellipses indiquees sur la 

figure. 



C 
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2" X' + Y* + Z' = — K*, ellipao'ide imaginaire. 
3° X' -I- Y' + Z* = 0, c6ne imaginaire. 

S63. Cos particttlias : 

— -f- Tj -I — - — i —0, oUipsoide rapport^ h son ceiilre 
jes axes. 

— -T- ^ -^ — ^—1 = 0, ollipsoide de revolution autour ( 




564. GkOUPE H. — HYPEItDOLOlDES, 

Z' — K', li^pcrboloidc a une seule ! 
La section par le plan Z — ( 
ellipse; les sections par les 
Y ^ 0, S ^ sent des hjp€ 
dont OA. et OB sont les dia 
A transvcrses. L'^quation pei 
crire; .X' - Z' - K' - Y« 
est de la forme PQ -^ RS; : 
face a done des g6Qeratrices rectilignes reelles. 

Z* — 0, cduc reel. Les sections par 1( 
plans Xz^O, Y-0, Z^ 
des droites : imaginaifea ; 
planZ = 0, reelles pour le 
outres. Les sections par le 
Z — X sont des ellipses U 
reelles si X n'est paa nu 
Enfin les sections par k 
Y + Z — ;j. ou Y - Z ^ sont des paraboles. 

30 x.^ + Y^ — '/.'= — K% liyperboloide a deux n 
pas de generatrices rectilignes reelles; les diametrcs ( 
nc sont pas transverscs. 
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SG5. Cas pr.rHcuHern 




6' 


C 


1 -o[ liyri^iboloides 
~ 1 rnpportes 




2' 


a leurs centres 
\ et h lours axes 


ll 




/hyperboloiiie a une 


a' 


-T--' 


= Ojnappedc revolution 
( aulour do Os. 




, Ihyperboloidc a deux 

-+ 1 = Ojnappesderevoluliou 
[ autour dc Oz. 

5t)0. GriouPE P. — Pahaboloides . 
I" X' + Y' — Z, paraboloide ellip- 
tiquo, — pas de generatrices rectiltgoes 
reoUc?. 

ye X* — Y' ^ Z, paraboloide byper- 
boHque, — doulilemenl couoidc, — deux 
systemes dc gi5ueratiices recti - 
lignes. 



567. 



Cas farticuliers . 



donne les deux paraboloides 
rapportes a leur somniet. 



:l + .-L _ 23 - 0, 
P V 

paraboloide elliptique de revolution autour de Ov. 

'. GbOCPK C. — CVLINDHES. 

X' + Y' = K', cylindre elliptique reel. 

point M de la surface situe dans un plan pcrpendiculairc 



CHAIITRE PREMIER — SURFACES DU SECOND ORDRE 123 

a rintersection des plans X === 0, Y — 0, est mobile d'apres 

X c la loi 



Y=0 




X=0 



a' 






il decrit done une ellipse 
placee cornme Tindique la 



figure. 



2o X2 -h Y2 — — K*. cylindre elliptiquc imaginaire. 



40 x^-Y^ = K% 
go x^-Y^ = 0, 

6^ X^ = Y, 

T 



Y=0 




plans imaginaircs se coupant. 
cylindre hyperbolique. 
plans reels se coupant. 

cylindre parabolique. 

Le plan Y == est tangent au 
cylindre a sa rencontre avec le plan 
X = : la parabole section droite 

^=^ est placee commeTindique la figure. 



569. Groupe PL — Plaks. 

Outre lessystemes de plans que nous vcnons de rencontrer, 
Tequation generale pout encore donner: 

lo X® = K*, plans paralleles reels. 

2<* X^ :^ — K', plans paralleles imaginaires. 

3^ X» ^ 0, plan double. 

S70. On emploie quelquel'ois la classification suivante : 



Premiere classe 



EUipsoides, 

Hyperbolo'ides, 

Gdnes. 



Troisieme classe 



Deuxienie classe j Parabolo'ides. 

Cylindres elliptiquc et byperbolique, 
Plans reels ou imagiuaires se coupant, 

Quatrieme classe j Cylindre parabolique. 

Plans paralleles reels ou imaginaires, 
distincts ou confondus. 



Cinquieme classe 



CEOUEraiE DAR3 LESPAC£ 



§ 3. — Cdae asymptotique. 



571. DfiFiNiTiOH. — La direction J'une droite rencontraat 
une surface en un ou plusieurs points rejetes ^ I'infini est 
dito direction asymploUque do la surface. 

572. Si par ud point de Tespace on mene les paralleles aux 
directions asymplotiques d'une surface, on obtient un c6ne 
appele c6nc des directions asymptoliques de cette surface. 

373. L'equation du ciine asymptotique s'obtient en ega- 
lant h zero I'enseinble des termes du plus baut degr6 de 
l'equation do la suil'ace. 

514. Le c6ne asymptotique caracterise la nature des qua- 
driques : 



LE CON'E ASYMPTOTIQUE EST 



LA. SURFACE EST : 



1 Un hyperboloide a une ou 
( deux nappes. 

naginairo ! Un elllpsoide. 

ompos6 do deux plans ima- i Un paraboloido olliptique 
ginaires se coupaut. . . | ou uu cylindre elliptique. 

, , ( Unparaboloidehyperbolique 
ompose do deux plans reels \ " ,- . . v 

•^ '^ ^ ou uu cylindre byperbo- 

so coupaut / ,. 

' \ lique. 

iUn cylindre parabolique 
ou une feuillce de plans pa- 
ranoics. 
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CHAPITRE II 

»CEMRE, COXE ASYMPTOTE 
§ t. — Centre. 

**>73. Definition. — Le centre d'une surface est un point 
par rapport auquci tous les points do la surface sont syme- 
triquoment places deux a deux. 

*o16. Recherche du ceittre. — On operera comme il est dit 
au n" 188. 

*S"". Cas des quadriques. — Les equations du centre d'une 
surface du second ordre.ayant pour equation r(a;, y, j) — 0, 
sout 

F', ^ C, F', ^0, F, = 0. 

*5"8. La discussion de ce systeme de troia plans so fera 
comme il est dit au ii' 484. Voici le resume de la discussion, 
en eonservant la ni^me notation. II y a lieu de remarquer 
que = i. 

'-AO- — Les trois plans se ( EUipsoidc, byperboloTde, 
coupent en un point unique. ( cine. 

0^0. AB' - BA' ^ 0. 

(a) Les trois plans forment 
un prismc — le point com- 
mun est rejctc ii I'infini. 

Cylindreselliptique, liyi- 
boliquc. plans reels ou iu 
^ ginaires se coupant. 

=: 0. — Tous les niiueurs du premier orclro sont ui 
niais un clement au moins ne Test pas : A ^i 0. 

(a) Les trois plans sont pa- 
rallbles — leur iuturseclion i Cjliudre paraboliquc, 
est rojoteo h Tinfini. 



ParaboioTdcs elllptique et 
hyperbolique. 



{b) Les trois plans pasaent 
par une menie droile. 
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,,,.,., I Plans paralleles, reels ou 

(o) Les trois plans se con- \ . . . ,. ,. , 

, , , ' < imaffinaires, distincts ou con- 

fondent. J . f 

{ foudus. 

§ 2. — C6ne asymptote. 

* 3T9. Lo cfluo aii/mploUque dout ic aonimet est place au 
centre de la surface s'appollo le cdne asymptote. 

•S80. Soil F(3;, y, =) — I'equation d'un hjperbotoide ; 
I'equation de son cfine asymptote est 



CIIAPITRE III 

«PI.\?[S BEAMETRAUX 

*381. DEFINITION. — La surface diametrale d'une surface 
donnee est le lieu des milieux dcs portions de cordcs paral- 
leles a une direction fixe, limitees ii la surface donnee. 

*a82. Les surfaces diamctiales des quadriques sont des 
plans. 
Solent 'Fix, y, z) — I'equation d'une quadrique; 

a, p, f les cosinusdirecteurs dcs cordcs considerees, 
Le plan diametral corrcspondant a pour equatioo 

o^f; + ^F'y -h ^F', ^ 0. 
*o83. Tous les plaus diametraux passeut au centre de la 
irface etreclproquement. Get enonce general comportetoutes 
!S particular! tes que peut pr(5senter la positiou du centre de 
. surface cousid^r^D. 

Ex: Dans les paraboloidcs, les plans diamelraux sout 
iralleles a une mdrnc droite, 

*584. Le tableau suivant resume les parties esseutielles 
e la discussion generale des positions relatives dcs plans 
iaraetraux et des cordcs correspondantes : 
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CHAPITRE IV 

*PLANS PRINCIPAUX 

*§, 1, — £quation en S. 

*585. DtoNiTiON. — Un plan diametral est dit planprm^ 
clpal, quand il est perpendieulaire aux cordes qu'il partage 
en deux parties egales. 

Ces cordes sont diles elles-m^mes cordes principales. 

*58(). Soient (a, p, y) les cosinus directeurs d*uiie direc- 
tion OA; ce sera une direction principale si Ton a, (^{x, y, z) 
designant I'ensemble des termer du second degre de Tequa- 
tion de la quadrique, 

*587. On appelle S la valeur commune des trois rapporls 
precedents : les directions principales sont done fournies 
par lc9 racines de Tequation 

A-S A" B' 

B" A'-S B ^ 0. 
W B A"-S 

On Tappelle ^qticUion en S ; elle est du troisieme degre et 
a ete 6tudi6e en particulier par Gauchy et Jacobi ; on enonce 
ci-dessous les principales proprietes de cette Equation. 

*o88. L'equation en S a ses trois racines^reelles; distinctes 
en general et separees par les racines dies Equations ana- 
logues h (A' — S)(A^' — S) — B* ^ ; elle a une racine double 
quand on a : 

20 B'r-B'= (A - A)(A" - A) - B» = 0. 



I 
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Elle a une racine triple quand on a : 

B = B' = B' := 0, A = A' = A\ 

♦S89. Soit Si une racine simple de Tcquation en S; illui 
correspond une direction principale determin6e et un plan 
principal unique ayant pour equation 

Si(aa: + py -h yz) H- G* + C'p + G'y = 0.. 

*590. Soit S, une racine double de Tequation en S ; il ltd 
correspond une infinite de directions principales toutes paral- 
Ihles a un m^me plan et une infinite de plans- priacipaux 
passant par une m6me droite. 

*591. Soit Sj une racine triple de Tequation en S ; il lui 
correspond une infinite de directions principales compronant 
tout Tespace, et une infinite de plans principaux passant par 
un m6me point. 

*392. Deux racines distinctes de Tequation en S definissent 
deux directions principales perpendiculaires entre elles. 

*393. Cas des racines nulles. — Soit S^ — 0, S, designant 
une racine simple. 

(a) — cx + c'p 4- c^Y 7^ 0, la quadrique est nnparabolo'ide. 

{b) — ca H- c'p + c'y = 0, la quadrique eat un cylindre 
clUptique ou hyperboliquB. 

*594. Soit Sji = 0, Sj designant une racine double. 

(a) La quantite ca + c'p -t- c^ n est pas identiquement 
nulle: cylindre parabolique. 

(6) La quantite ca + c'^-i-c^Y est identiquement nulle: 
plans paralleles. 

*% 2. — Reconnaitre la nature d'une quadrique. 

*595. On pent reconnaitre la nature d'une quadrique au 
moyen de Tequation en S ; le tableau suivant resume la dis- 
cussion faite a ce sujet. 

L'equation ayant ses trois racines reelles, le theorfeme de 
Descartes fait connaitre le signe de chacune d'elles sans 
qu'on ait a en determiner la valeur. . . 
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^§ 3. — Reduction de r^Gpiation du second degr6. 

*S9t). Si Ton prend pour plans de coordonnees trois plans 
paralleles aux plans principaux, les coefficients des rectangles 
s'annulent dans la nouvelle equation et les coefficients des 
Carres sent les racines de Tequalion en S. 

*o97. Surfaces a centre. — On prend le centre comme 
origine, les plans principaux comme plans de coordonnees : 
I'equation de la surface devient 

*S98. Surfaces dont le centre est rejet6 a I'infini. — On 
transporte le sommet du triedre trirectangle parallele aux 
directions principales en un point dont les coordonnees 
annulent les coefficients de y et de ^ ainsi que le terme con- 
stant; si Ton a pris comme axe des x la direction correspon- 
dant k la racine nuUe de Tequation en S, Tequation prend 
la forme 

*S09. Cylindre parabolique. — L'equation se ramene a la 
forme 



CHAPITRE V 

*DIAMfeTRES, AXES, SOMMETS 

*600. Definition. — On appelle diametre dans une quadrique, 
le lieu des centres des sections paralleles k une direction 
denude. 

*601. Soit aa? 4- py + YZ = la direction des sections, 
le diametre correspondant est unedroite ayant pour equations 

a p Y 
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^602. Les diambtres passent tous au centre dans les elli^ 
psoides, ht/perbolo'ides et cdnes. 

lis sont parallbles k une m^me droite dans les parabolo'ides. 

lis sont confondus avec la ligne des centres dans les 
cylindres elliptique et hyperbolique et les systfemes de plans 
secants, reels ou imaginaires. 

lis sont rejetes & Tinfini dans les cylindres paraholiques. 

II« sont tous situ^s dans le plan des centres dans les sys- 
temes de plans paralleles. 

*603. DEFINITION. — On dit que les directions d*un plan P 
et d'une droite A sont conjugates, quand les cordes dont le 
plan diametral est parallele au plan P sont elles-m6mes 
paralleles ^ la droite A. 

^604. Soient a, p, y des coefficients de direction ^de la 
droite A; A,B, C des coefficients de direction de la nor- 
male au plan P. 

On exprime que ce plan et cette droite sont conjugu^s en 
direction en ecrivant 

A B C' 

?(^> Vj ^) 6tant Tensemble homogene des termes du second 
degr6 de I'equation de la quadrique dont on s'occupe. 

*603. DfiriNiTiON. — On dit que deux plans diam^traux sont 
conjugues quand les cordes que Tun d'eux divise en deux 
parties ^gales sont paralleles k Tautre. 

Soient a, p, y; a', p', y' des coefficients de direction des 
normales k deux plans diam^traux : ceux-ci sont conjugues 
si Ton a 



— dans les quadriques de la 
premiere classe (570). 



*606. DEFINITION. — Deux droites Bont dites conjuguees en 
direction quand Tune d'elles est parallele au plan diametral 
(les cordes paralleles h Tautre. 
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Saieut a, p, y; .a ,f , y' des coefficients de directio» des deux 
droites; celles-ci sont conjuguees en directioa ei Ton a 

*807. Dj&finition. — Trois droites ferment un systeme tri- 
plement conjugu6 quand, en les associant deux Ji deux, les 
systfemes obtenus sont conjugues. 

*608. Deux diametres d une quadrique sont dits conjugues 
qnand leurs directions sont conjuguees (606). 

*609. Soient a,b,c les longueurs des axes d*un hyperboloide 

on d'un ellipsoide ; a\ b\ d les longueurs d'un systeme de 

diametres conjugues formantentre eux les angles X, a, v; appe- 

lons 2« le sinuB de Tangle triedre qu41s ferment (461). On a les 

relations 

a'2 + 6'* -h c'2 ^ a^ + 6* 4- jcS 

6'*c'2 sin* A + c'«o'2 sin* ^ + a'*6'* sin* v = 6*c* 4- c^a^ 4- a*6*. 
Ces relations constituent les theorfemes d'Apollonius : 

!• La somme des carr6s de trois diametres conjugues est 
constante ; 

^ Le.volume du parallelipipede qu'ils determinent est 
constant; 

a** La somme des carres des faces de ce parallelipipede est 
constante. 

*610. II existe dans une quadrique un systeme de trois 
diametres conjugues rectangulaires : ce sont les diametres 
principaux ou axes de la quadrique. 

*6H. Les sommets d'une quadrique sont les points ou les 
a^es rencontrent la surface. 

Premieme classe. — Trois axes. 

Deuxieme classe. — Un.seul axe a distance finie. 

Troisieme classe. — Trois axes : la ligne des centres et les 
axes d'une section droite quelconque. 
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Quatrieme classe. — Deux axes, ceux d'une parabole prin- 
cipale quelconque. 

Cinquifeme classe. — Une infinite d*axes : Tun est la perpen- 
diculaire commune aux deux plans; les autres, un systeme 
de deux droites rectangulaires du plan des centres- 
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*POLE ET PLAN POLilRE. 

*612. DEFINITION. — Si par un point S de Tespace on m^ne 
une s6cante quelconque; qu'on prenne le point P, conjugu6 
harmonique de S par rapport au segment determine sur la 
secante par une quadrique U, le lieu du point P est dit la 
surface polaire du point S par rapport h la quadrique U. 

*613. Cette surface est un plan ; soient a, p, y> ^ les coordon- 
nees homogenes du point S; F(a?, ^, z, t) = Tequation de 
la quadrique rendue homogene. 

Uequation du plan polaire de S est 

aF; + f f; + yf; + 8f; = o, 

dans laquelle on fait finalement 8 = ^=1. 

. *614. Le plan polaire d'un point S est le plan de contact de 
la quadrique et du c6ne qui lui est circonscrit k partir de ee 
point S. 

*615. Le plan polaire d'un point S est parallele au plancon- 
jugue du diametre de ce point. 

*616. Quand plusieurs plans passent par un m^me point S, 
leurs pdles sont contenus dans le plan polaire du point S. 

*617. Les plans polaires des divers points d'un plan passent 
tons par le p61e de ce plan. 
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*6I8. Les plans polaires des divers points d'une droite A 
passenttous par une m6me droite D qu'on appelle droite con- 
juguee de la premiere. La reciproque est vraie. 

Les droites D et A sent dites polaira conjagaees I'un e de 
Tautre. 



CHAPITRE VII 

SECTIONS PLANES ET RECTILIGNES 

§ 1. — Sections planes. 

619. Le genre de la section obtenue en coupant une qua- 
drique par un plan se determine au moyen de la projection 
de la section sur Tun des plans de coordoanees. Le cjlindre 
projetantn a, eneffet, qu'un seul genre de sections diCPerentes 
des generatrices. 

620. L'equation de cette projection s'obtient en eliminant 
entre Tequation de la quadrique et celle du plant secant la 
variable correspondant au plan sur loquel on projette. 

621. Ellipso'ide. — Toutes les sections sont elliptiques. 

" 622. Hyperbolo'ide. — Les sections sont des ellipses, des 
hyperboles ou des paraboles. 

623. Paraboloide. — Tout plan non parallele a Taxe coupe 
le paraboloide elliptique suivant une ellipse: le paraboloide 
hyperbolique suivant une hyperbole, 

*624. Les sections d'une quadrique par des plans paral- 
Ifeles sont des coniques homothetiques. 

♦623. Dans Thyperboloide les sections de la surface et de 
son c6ne asymptote : 

i** Sont homothetiques; 

2** Sont concentriques si elles ont un centre ; 

3^ Ont m^me parametre, si olles sont paraboliques. 
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">*§ ;2. — BactioiiB circnlaires. 

*626. Les sections planes de rellipsoide, des hyperboloides 
et du paraboloide elliptique pen vent ^tre des ellipses. On 
donne le nom de plans cycliques k ceux de ces plans qui 
coupent la surface dont il s'agit suivant des cereles. 

*627. Les plans cycliques d'une quadrique sont paralleles 
aux plans que represente Tequation 

9(0?, y, z) - Six'' + 2/' + 2*) = 

quand S design e une des racines de Tequation en S. 

*628. Ellipsoide. — Supposons a > 6 > c. 

II existe deux series de plans cycliques paralleles a Taxe 
moyen et symetriquemeni places par rapport au plan du 
grand axe et de Taxe moyen. 

L'equation des plans cycliques centraux est 

('_i_ly^(i._i_V=o. 

*629. HYPERBOLOiiDE A UNE NAPPE. — II cxisto doux serios de 

■ 

plans cycliques paralleles au plus grand des axes transverses 
et symetriquement places par rapport au plan de ces axes. 
L'equation des plans cycliques centraux est 

*630. Hyperbolo'ide a deux nappes. — II existe deux series 
de plans cycliques paralleles au plus grand des axes non 
transverses et symetriquement places par rapport au plan de 
ces axes. 

*631. Paraboloide elliptique. — .11 existe deux series de 
plans cycliques perpendiculaires au plan de la parabole 
principale de parametre minimum et symetriquement places 
par rapport a Tautre plan principal. 
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JL!equaU0n des plans cycliques passaat aii fiooimet est 



p \q pJ 



*632. Ombilics. — Ce sont les extremites des diametres 
conjugues des plans cycliques. 

Ellipso'ide et hyperbolo'ide a deiix nappes. — Quatre ombilics 
reels. 

Paraboloide elliptiqtie. — Deux ombilics r6els. 

Hyperbolo'ide a une nappe. — Pas d*ombilic reel. 

§ 3. — Sections rectilignes. 

633. Une droite est tout entiere situee sur une surface quand 
Tequationqui definit les points de rencontre de la surface et 
de la droite se reduit a une identite. 

634. On peut employer la methode suivantepour rechercher 
les droites qui sont situies sur une surface algebrique d'or- 
dre p, et dont Tequation est F(a;, t/, z) = 0.* 

Soient a: — X j h- (jl, y =^yz-h ^ 

les equations d'une droite ind^terminee : on forme Tequation 

F(Xj5-i-[jL, V3-4-8, z)=^0; 

celle-ci doit se reduire k une identity. On obtient ainsi p 4- 1 
relations entre X, fx, v, 6; on ne peut done pas placer une 
droite sur une surface d'ordre superieur au troisieme. 

633. Les quadriques admettent une infinite de generatrices 
rectilignes, reelles ou imaginaires. 
Leur equation peut s'ecrire dans le cas le plus general 

636. Si cette equation peut se mettre sous la forme PQ^RS 
(P, Q, R, S etant des fonctions du premier degre a coeffi- 
cients reels), la quadrique correspondante contient un double 
systeme de generatrices rectilignes : 

P==XR, ( P-f/.S, 
XQ^S, IfxQ^R. 
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637. Hyperboloide a une nappe. — Les equations d'une g6n6- 
ratrice rectiligne peuvent s'6crire 

X z 

- — - cos 9 ± sin 9, 

a c 

y ^ 

T = - sin 9 qp cos 9. 
be 

Les signes superieurs doivent 6tre associes; les signes 
inferieurs egalement associes definissent le second systfeme de 
gen6ra trices rectilignes. 

638. Parabolo'ide hyperboligue 2z = 0. 

P q 

Les generatrices rectilignes des deux systemes sont four- 
nies par les equations 

J I v/p v/9 ' . jjl \/P \^9 

r 

639. On emploie souvent les formes suivantes : 

flj =: X;5 4- ;^ > 
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CHAPITRE VIII 

*DETERMINATION DES QUADRIQCES 

*§ 1. - G6n6raUt6s. 

*6i0. L'equation generale des quadriques renferme neuf 
parametres; six sont relatifs a la position, trois k la gran- 
deur de la quadrique. 

*641. Si la quadrique est de revolution ou si elle est un 
cylindre, le nombre des parametres de position se r^duit ^ cinj. 
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lil 



Ellipsoides 
Hyperboloides 



Premiere classe 



*642. Dans la sphere, ce nombre s'abaisso a trois. 

*643. Le tableau suivant resume le nombre des conditions 
simples necessaires pour delerminer les quadriques. 

II faut ncuf condi- 
tions simples. 
II suffit de huit con- 
ditions simples. 
Les coefficients de 
leursequationssatis- 
font k la relation 

H::- 0(471). 

II suffit de huit condi- 
tions simples. 
Les coefficients satis- 
font a la relation 
A = (378). 



C6nes 



Deuxifeme classe < Paraboloides 



Troisieme classe 



Cylindres ellipli- 
tique, hyperboli- 
que et variet^s 



Quatrieme classe 



Cylindre parabo 
lique 



J 



II suffit de sepl condi- 
tions simples. 
On a simultanement 
A = 0, H--0. 

/ II suffit de six con- 
ditions ; on a les irois 
relations 



A-e'=o. 



A' - 



B' 
B' 



0, 



Cinquieme classe | Plans paralleles 

Surfaces de revolution du second 
ordre 



A- - ^ = 0. 

II suffit de quaire 
conditions simples 
pour les determiner. 

II suffit de sept condi- 
tions simples pour 
les determiner (352). 
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*% 2. — Nombre des conditions ^qpiivalant 
k un ^l^ment dbnn^. 

*644. Un element donne, point ou plan, defini en position 
par trois parametres, equivaut a trois conditions, s'il est 
determine quand la quadrique est donn6e. 

Ex.: le centre, un sommet, un plan principal, un ombilic. 

*64S. Get element n'equivaut qu'^ deux conditions si', la 
quadrique etant donnee, il faut encore une condition pour 
le determiner* 

Ex. : un plan asymptote, un plan directeur. 

*646. Get Element n'equivaut qu'a une condition si, la 
quadrique etant donnee, il faut encore deux conditions pour 
le determiner. 

Ex. : un point, un plan tangent. 

*647. Une droite liee a la surface, d6finie en position par 
quatre parametres, equivaut a quatre conditions si elle est 
determinee quand la quadrique est donnee. 

Ex. : un axe de sym^trie, une asymplote d'une section 
principale. 

*648. Gette droite n'equivaut qu'a trois, deux ou une con- 
dition si, la quadrique etant donnee, il faut encore une, deux 
ou trois conditions pour la determiner. 

Ex.: une sreneratrice du cdne asymptote / . _.. 

, , , . ^.,. > /rot5 conditions, 

une generatrice rectiligne. \ 

Un diametre, une tangente et son point de contact : deux 

conditions. 

Une tangente, une normale : une condition, 

'>'§ 3. — Equations g6n6rales. 

* 649. Equation generale des quadriques passant k Tinter- 
section de deux quadriques donnees U = 0, V == : 

U + XY = 0, 

X etant un parametre variable. 
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* 6o0. Eqiiation generale des qaadriques circonsciites i une 
quadriqae domiee U = : 

U -h XP* =- 0. 

P = est I'eqaatioii da plan de contact des deux qua- 
driques. 

* 651. Equation generale des quadriques passant par les 
quatre cdtes d'un quadiilatere gauche. 

Soient X = 0, Y = 0, Z = 0, T = les Equations 
des quatre faces du tetiaedre dont les aretes sont les cdtes du 
quadrilatere donn£. 

L'equation de Fenonce est 

XY + X ZT =: 0, 

X etant un parametre variable. 
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